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Vorrede. 


Die vorliegende Arbeit hat die Absicht, die Methoden zur Auflösung einer biquadra- 
tischen Gleichung unter einen einheitlichen Gesichtspunkt zu bringen, dessen dieselben 
noch entbehren. Hiebei wird sie weniger Gewicht auf die numerische Ausrechnung der 
Wurzeln als auf die Aufsuchung von Funktionen dieser Wurzeln legen. In sehr vielen 
mathematischen Doktrinen, wie z. B. in der elliptischen Funktionentheorie, zeigt es sich 
häufig, dass die. Kenntnis des Zusammenhanges unsymmetrischer Wurzelfunktionen bei 
weitem wichtiger ist wie jene der Wurzeln selbst, weil eine direkte Ermittlung eines Funk- 
tionswerthes die Ausrechnung der Wurzeln, aus denen die Funktion besteht, erspart. Wir 
werden uns jedoch nur mit der Untersuchung ganzer und rationaler Funktionen befassen 
und sämmtliche Betrachtungen auf der Gruppentheorie mit Anlehnung an einige zahlen- 
theoretische Operationen, wie sie in „der Theorie der Körper“ *) entwickelt sind, auf- 
bauen. 

Die wesentlich von einander verschiedenen Gruppen, die in der vollständigen Gruppe 
von 24 Substitutionen enthalten sind, werden uns gestatten alle Wurzelfunktionen in so 
viele Klassen zu theilen, als Gruppen vorhanden sind. Von einander abhängige Gruppen 
entziehen wir unserer Betrachtung. 

Bevor ich jedoch die Resultate meiner Untersuchungen hier zusammenstelle, ist es 
mir eine angenehme Pflicht, Herrn Professor Dr. P. Gordan für die vielfachen Anre- 
gungen und Rathschläge, mit denen derselbe mir allzeit auf’s bereitwilligste zur Seite stand, 
meinen besten Dank auszusprechen. 


*) cf. Dirichlet, Zahlentheorie. Supplementbd. Theorie der ganzen algebraischen Zahlen. 


Einleitung. 


Wir gehen von der Definition einer Gruppe als einem Systeme von Substitutionen aus, 
welches die Eigenschaft hat, dass alle aus ihm durch Multiplikation gebildeten Substitu- 
tionen in dem Systeme enthalten sind und verstehen unter der Ordnung einer Gruppe die 
Anzahl ihrer Substitutionen. 

Eine historische Erwähnung der hier in Anwendung kommenden gruppentheoretischen 
Lehrsätze wird das Verständnis der folgenden Untersuchungen wesentlich erleichtern. 


1) Die zwei Gruppen gemeinschaftlichen Substitutionen bilden selbst eine Gruppe. 


2) Unter den 24 Substitutionen, in welche 4 Elemente eingehen können, bilden jene 
eine Gruppe, welche ein Element nicht versetzen. 

3) Die aufeinander folgenden Potenzen einer Substitution bilden eine Gruppe. 

4) Die Substitutionen, welche eine gegebene Funktion zulässt, geben eine Gruppe, 
welche die der Funktion „zugehörige Gruppe“ heissen soll. Eine Funktion kann 
mehrere Gruppen von verschiedener Ordnung zulassen. 

5) Das Produkt aus der Ordnung der Gruppe in die Zahl der Funktionswerthe, ist 
immer =4l= 24. 

Indem wir diese Lehrsätze auf verschiedene Funktionen anwenden, gelangen wir zu 
Gruppen, welche hier von grosser Wichtigkeit sind. Die Ordnung derselben muss nach dem 
Satze von Lagrange ein Theil von 4! sein, wesshalb nur Gruppen von 24, 12, 8, 6, 4, 3, 
2, 1 Substitutionen auftreten können. In der vollständigen Gruppe von 24 Substitutionen 
giebt es mehrere Gruppen von der Ordnung 8, 6, 4, 3, 2, 1, von denen wir jedoch nur jene 
in Betracht ziehen, welche die Funktionen der 4 Wurzeln zulassen: 

1) (AU RU—KK—(Rr Ku) (Ka X 4) 
2) XIXg + XaX 

3) x 

4) u +X2 — X — X; 

5) (U—X2)R X) 

6) KXgt Ko X + X? X + X2X4 

7) KRr—Xs) (AK )(R—X4) 

8) K—X; 


Bar. 


Jene Gruppe, welche die Funktion 5 zulässt, wird die ausgezeichnete und jene, welche 
die Funktion 6 nicht verändert, die zyklische Gruppe genannt. 

Wir sind somit in den Stand gesetzt, alle Funktionen der 4 Wurzeln einer biquadra- 
tischen Gleichung in Bezug auf die Gruppen, durch deren Substitutionen dieselben nicht 
geändert werden, in Klassen einzutheilen und wir werden soviele verschiedene Funktions- 
klassen erhalten als wesentlich verschiedene Gruppen in der vollständigen Gruppe von 24 
Substitutionen vorkommen. Jede Klasse können wir durch irgend eine der ihr zugehörigen 
Funktionen, welche sich für unsere Untersuchungen am besten eignet, und die nicht die 
einfachste der Klasse zu sein braucht, charakterisiren. Soll die Klasse demnach eindeutig 
bestimmt sein, so kann diese charakteristische Funktion auch nur einer Klasse angehören. 
Wir nennen dieselbe eine „spezifische Hauptfunktion“ im Gegensatze zu den „nichtspezi- 
fischen Hauptfunktionen“, welche zwar auch derselben Funktionsklasse, aber ihr nicht allein 
angehören. Von beiden verlangen wir, dass durch sie und die Coefnzienten der Gleichung 
alle der Funktionsklasse angehörigen ganzen Funktionen ganz und rational dargestellt werden 
können. Unter dem „spezifischen Funktionssystem einer Klasse“ verstehen wir die Gesammt- 
heit der der Klasse zugehörigen spezifischen und nichtspezifischen Hauptfunktionen. Es 
mag noch erwähnt werden, dass wir unsere Untersuchungen nur für ganz allgemeine 
biquadratische Gleichungen anstellen, so dass z. B. der Fall gleicher Wurzeln von 
vorneherein ausgeschlossen ist. 

Die vorliegende Arbeit zerfällt in 3 Theile. Der erste Theil besteht aus 10 Para- 
graphen, von denen der erste die in Betracht zu ziehenden Funktionen der Quantität nach 
reduzirt, ohne die Allgemeinheit der Untersuchungen zu alteriren. Ein zweiter Paragraph 
giebt ein allgemein gültiges Darstellungsverfahren der einer Gruppe zugehörigen Funk- 
tionen. Die übrigen 8 Paragraphen entwickeln das Thema der Aufstellung der spezifischen 
Funktionsysteme für jede Funktionsklasse, an deren Spitze wir die Klasse der symmetrischen 
Funktionen stellen. 

Im allgemeinen liessen wir uns von dem Prinzipe leiten, als spezifische Hauptfunk- 
tionen die einfachsten Funktionen jeder Klasse zu wählen, welche in keiner andern Klasse 
auftreten. 

Die den Gruppen 6ter, 3ter und 2ter Ordnung zugehörigen Funktionen gaben Anlass, 
auch kubische und quadratische Gleichungen mit in Untersuchung zu ziehen. 

Der zweite Theil enthält 5 Paragraphen. Er hat mit dem ersten den invarianten 
Uharakter gemein und nimmt analoge Untersuchungen an den spezifischen Funktionsystemen 
vor, wie sie in „der Theorie der Körper“ von Dedekind angestellt worden sind. Er wird 
demnach die Frage nach ganzen Funktionen der spezifischen Hauptfunktionen beantworten 
müssen, welche die Eigenschaft haben, dass jede additive, subtraktive oder multiplikative 
Operation je zweier solcher Funktionen allemal wieder einen algebraischen Ausdruck liefert, 
der sich linear und ganz aus ihnen und den symmetrischen Funktionen zusammensetzt. 
Haben wir für eine Funktionsklasse n solcher Funktionen, die wir in der Folge mit „o 
Funktionen“ bezeichnen werden, gefunden, so nehmen wir an, dass alle Funktionen der 
Klasse sich durch sie und die Coeffizienten der Gleichung werden ganz und rational dar- 
stellen lassen, wenn dies für die $n(n+1) Produkte der & Funktionen erwiesen ist. 


Die Gesammtheit der n „o Funktionen“ bilden „das assozürte Funktionsystem der 
Klasse,“ 


Ba 4 


Der dritte Theil enthält 5 Paragraphen und besteht lediglich in der Verwerthung der 
gewonnenen Resultate. 

In 3 Paragraphen entwickelt er aus den homogenen Gleichungen der Produkte der 
o& Funktionen, welche im 2ten Theile abgeleitet wurden, mittelst der Eliminationstheorie 
Resolventengleichungen und Relationen zwischen den » Funktionen. Letztere werden in 1 
Paragraphen besprochen. Je nachdem sie Funktionen einer Klasse in solche derselben oder 
einer verschiedenen Funktionsklasse transformiren, können sie in zwei Theile zerlegt werden. 

Der letzte Paragraph dieses Theiles erwähnt noch die Diskriminanten der einzelnen 
bespröchenen Resolventengleichungen und berücksichtigt insbesondere ihre Veränderung, 
wenn die Wurzel einer Resolvente irgend einer Transformation unterworfen wird. 

Der allen Diskriminanten gemeinsame Faktor soll „der wesentliche“, der durch die 
Transformation hinzugetretene „der ausserwesentliche Faktor* heissen. 

Als Lehrbücher wurden Matthiessens „Grundzüge der litteralen Gleichungen“, 
Serrets „Handbuch der höheren Algebra“ und Petersens „Theorie der algebraischen 
Gleichungen“ zu Grunde gelegt. 


\ 
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1. ‚Lheil, 


SET, 
Reduktion der Zahl der Funktionen. 


Sind X, X2, X3, X, die 4 Wurzeln der biquadratischen Gleichung 
if) = x + x +2 + x ee 
so verstehen wir unter 
Va ıyn xx rx,6 
% 
eine ganze symmetrische Funktion der 4 Wurzeln, die aus « Gliedern von der Form 
x ixztixz”x,0 besteht. 

Die Funktion V ändert sich bekanntlich nicht, wenn wir die 24 Substitutionen auf sie 
anwenden. Jede solche symmetrische Funktion geben wir durch ein Glied, das wir „das 
leitende Glied oder das Anfangsglied“ der Funktion nennen und bestimmen dasselbe in der 
gewöhnlichen Weise: Wir bezeichnen mit 4 den Exponenten der höchsten in V vorkommen- 
den Potenz einer jeden Wurzel, und insbesondere der Wurzel x,; hierauf fassen wir in V 


alle Glieder, welche den Faktor x,* besitzen, zusammen und bezeichnen mit w den Expo- 
nenten der höchsten Potenz der Wurzel x, in jenem Produkt, dessen einer Faktor x;* ist; 
mit » bezeichnen wir den Exponenten der höchsten Potenz von x;, welche in dem Theile 
von V vorkommt, dessen Glieder den Faktor x,*x5“ enthalten; endlich sei o der Exponent 
der höchsten Potenz der Wurzel x, in jenem Theile von V, dessen Glieder den Faktor 
x'xax;” enthalten. Zunächst ergiebt sich hieraus, dass die Funktion V nothwendig das 
‚Glied 
AT 

enthalten muss; und dieses Glied nennen wir das Anfangsglied der Funktion V. Von den 
Exponenten A, u, v, o können einige gleich Null, oder auch jeder gleich dem vorhergehenden 
aber nie grösser als der vorhergehende werden; denn würde 

0ER 
‚sein, so müsste die Funktion V sowohl das Glied 

xıtx,xz”x,0 als auch das Glied xjxg&xy0xy” 

enthalten; der Exponent der Wurzel x, wäre dann aber in jenem Theile‘ von V, dessen 
Glieder den Faktor x,*x,“ enthalten, nicht der grösste, wie es doch die Voraussetzung ver- 
langt. Die Exponenten des Anfangsgliedes sind demgemäss an die Bedingung 


ıZu=V» 


Yll 
= 


gebunden. 

Indem wir nun alle Substitutionen der 4 Wurzeln x,, Xg, X3, x; zusammenstellen, jede 
derselben als Produkt ansehen und die Exponenten des Anfangsgliedes in derselben Reihen- 
folge auf jede Substitution übertragen, erhalten wir alle Glieder der symmetrischen Funk- 
tion V. Wir sehen demnach, dass jede symmetrische Funktion durch ihr Anfangsglied voll- 
ständig und eindeutig bestimmt werden kann. 

Unsere Untersuchungen gestatten zunächst die Zahl der in Betracht kommenden 
Funktionen noch bedeutend zu reduziren. 

Wir behaupten, dass wir uns nur mit Funktionen zu beschäftigen haben, für welche 


4) höchstens = 3 


w D)) =2 
v » — 1 
0 = 0 


zu werden braucht. Alle übrigen können auf Produkte von diesen zurückgeführt werden. 

Ist A > 3, so kann x,* durch fortgesetzte Anwendung der Gleichung 

xt + ax? + by?’ + +d=0 

reduzirt werden. 

Ist u > 2, so kann jede höhere als die zweite Potenz von x, durch niedrigere mit- 
telst der Gleichung 

x +axd? +hbxr?+ex+d 

| XXX 


| — x’ +(a+xX,)Xxg?+(b+ax, +X x +te+bx tax? +x? — 0 
xx, 
ausgedrückt werden. 
Ist » > 2, so benützen wir die Gleichung 
E +ax®+hbx?+cx+ <] 
(X — MX — X) 


zur Reduktion. 


= SP +a+u +X +b+au +) +? + FR = 0 


x 


Ist endlich o > 0, so reduziren wir den Exponenten von x; entweder mittelst der 
Gleichung 
XXoXzXı = d 
oder mittelst der Gleichung 
KH tr. Fr Ra, 

Zur Herstellung jener symmetrischen Funktionen nun, aus deren Produkten alle übri- 
gen sich zusammensetzen, verfahren wir auf folgende Weise: 

Wir bilden alle Combinationen mit Wiederholung von den Elementen 3, 2, 1 zu einer 
bestimmten Quersumme von einem, zwei und drei Summanden, sehen den grössten Sum- 
manden als Exponenten von x,, den zweitgrössten als Exponenten von x, und den letzten 
Summanden als Exponenten von x; an; hiebei müssen aber stets die Grenzen der 3 Expo- 
nenten berücksichtigt werden. 

Die Werthe der Quersummen der Exponenten können hier nur 1, 2, 3, 4, 5, 6 sein. 

Unter der Voraussetzung, dass unsere sämmtlichen Untersuchungen nur um ganze 
und rationale Funktionen sich drehen, lassen wir die Tabelle derjenigen symmetrischen 


SEN 


Funktionen folgen, auf die wir bei der Aufstellung der spezifischen Hauptfunktionen öfters 
zurückkommen werden. Es sind die symmetrischen Funktionen 


1).2x, 5) xXU2Xo I) Nx,2XoXz 
4 12 12 
2) »x07° 6) YxyXgX 10) Yxy?xo2 
) 2 N ) X X0%3 ) SR 13) Nx xx, 
DESK 11) Yx4?XoXg a 
6 12 12 


AEX 8) Lxı?x9? 12) x 2X9°’xz 
4 6 12 


Zur Darstellung jener Funktionen, welche sämmtliche Substitutionen einer Gruppe zu- 
lassen, ohne sich zu ändern, werden wir im nächsten Paragraphen ein Verfahren mittheilen, 
welches zwar diese Funktionen, aber gleichzeitig auch noch andere Funktionen liefert, die 
eine Gruppe höherer Ordnung zulassen, und in welcher die erstere Gruppe mitenthalten ist. 


8. 2, 


Darstellung der einer Gruppe I zugehörigen unsymmetrischen 
Funktionen. 


Wir gehen wieder von der symmetrischen Funktion 
U = Yxıtxtix,” 


aus und setzen ein für allemal fest, dass wir die Exponenten 4, w, » uns in den im vorigen 
Paragraphen gegebenen Grenzen angenommen denken. Indem wir die Substitutionen einer 
Gruppe Z' von der »ten Ordnung über die Funktion U ausdehnen, können wir symmetrische 
und unsymmetrische Funktionen erhalten, und es entsteht nun die Frage, wie wir uns auf 
einfache Weise aus der Funktion U jene Funktionen darstellen können, welche die Gruppe 
T zulassen. 

Zur Beantwortung derselben führen wir zunächst die symmetrische Funktion U da- 
durch in eine unsymmetrische über, dass wir jedes ihrer Glieder mit einer Variabeln 
C; multipliziren. Die neue unsymmetrische Funktion nimmt dann die Form 


(N yUx, ee 


an. Mögen wir nun irgend eine Gruppe über die neue Funktion ausdehnen, so kann keine 
ihrer Substitutionen ein Glied so verändern, dass es nicht in U’ vorkäme; denn diese 
Gruppe muss notwendig in der vollständigen Gruppe enthalten sein, welche alle Glieder 
der Funktion U in einander überführt. 

Nun seien die einzelnen Werthe, welche U’ infolge jeder Substitution der Gruppe 7’ 
annimmt 

U, U,, U; nr: U,, 

die wir von einander verschieden voraussetzen. Die Funktion U, bedeute nicht Anderes 
als die Funktion U’. 

Indem wir nun die verschiedenen Funktionswerthe addiren, erhalten wir eine Summe, 
welche von der Form 


V = Yıaxıxlıxy? 
VvKk 


Be 


ist. Hierin bedeuten die Grössen A Summen von » Variabelen C. Diese Funktion V wird 
sicher sämmtliche Substitutionen der Gruppe zulassen. Je nach der Beschaffenheit der 
Gruppe können mehrere Grössen A einander gleich werden. Dies tritt insbesondere dann 
ein, wenn ein Coeffizient A dieselben Variabeln C enthält wie irgend ein oder mehrere 
andere. Dabei brauchen die gleichen Coeffizienten A nicht alle C zu enthalten; dagegen 
muss die Summe der Zahlenfaktoren, mit denen die C in den Coeffizienten A multiplicirt 
auftreten, gleich der Ordnung der Gruppe Z' sein; da aber in A jedes © denselben Zahlen- 
faktor besitzt, so muss dieser ein Theiler von », mithin auch ein Theiler von 24 sein. Aber 
auch schon einige Partialsummen von V können sämmtliche Substitutionen von 7’ zulassen. 

Es sind dies jene Summen, die wir erhalten, wenn wir in V alle Glieder zusammen- 
fassen, welche denselben Üoeffizienten A besitzen; denn diese Glieder von V, welche wir 
mit V; bezeichnen wollen, können nur desshalb einen gleichen Coeffizienten haben, weil sie 
sich durch die Substitutionen von 7’ in einander transformiren. Sämmtliche derartig gebil- 
dete Partialsummen der Funktion V sind demnach Funktionen, welche die Gruppe 7 zu- 
lassen. Die Gliederzahl jeder solchen Partialsumme ist, abgesehen von einem konstanten 
Faktor, ein Theiler von 24. 


Um demgemäss jene Funktionen zu finden, welche eine vorgegebene Gruppe zulassen, 
bilden wir zunächst aus der symmetrischen Funktion U die unsymmetrische Funktion 


U= Llxtxzt x’, 
aus welcher wir mittelst der Substitutionen der Gruppe die unsymmetrische Funktion 


V = Yayıyaxg? 
vr 


herleiten. Wir fassen dann alle Glieder, welche mit demselben Coeffizienten A multiplizirt 
auftreten, zusammen und erhalten auf diese Weise jene Funktionen, welche die Gruppe Z' 
zulassen. Offenbar muss ihre Summe wieder die symmetrische Funktion, aus welcher sie 
hergeleitet wurden, geben. 


Statt dieses allgemeinen Verfahrens können wir mit meistens gleichem Erfolge die 
Substitutionen der Gruppe 7 auf das Anfangsglied irgend einer symmetrischen Funktion U, 
‚anwenden; die Folge ist, dass dieses Anfangsglied höchstens in soviele Glieder übergeführt 
wird als die Gruppe Substitutionen besitzt. Diese Glieder sind im allgemeinen verschieden, 
können sich aber auch durch gewisse Substitutionen der Gruppe reproduziren. Addiren wir 
nun die verschiedenen Glieder, so muss die Summe offenbar die Gruppe zulassen. Subtra- 
hiren wir diese Summe von der symmetrischen Funktion, so haben wir die Differenz zunächst 
zu ordnen und auf das Anfangsglied denselben Prozess zu wiederholen. Wir gelangen dann 
zu einer zweiten Funktion, welche ebenfalls die gegebene Gruppe zulässt. Dieselbe subtra- 
hiren wir abermals von der vorhergehenden Restfunktion und setzen dieses Darstellungsver- 
fahren solange fort, bis die symmetrische Funktion in lauter Funktionen zerlegt ist, die alle 
die Gruppe 7’ zulassen. Sind die Partialfunktionen U; , U]... U], $0 besteht die Gleichung 

U,=-U+rU+...+Un 
und 
2 = ERBEN, 
wenn x die Gliederzahl von U, und i, 1, m etc. jene der Partialfunktionen bedeuten. 


a 


Es giebt noch ein drittes Verfahren, Funktionen, die einer vorgegebenen Gruppe zu- 
gehören, zu bilden. Dasselbe beruht auf der Kenntniss jener Funktionen, die einer Gruppe 
höherer Ordnung, als die der vorgelegten ist, zugehören. Wir haben in diesem Falle jene 
Funktionen nur passend zu zerlegen. Selbstverständlich muss die Gruppe niederer Ordnung 
in jener höherer Ordnung mitenthalten sein, wenn dieses Verfahren zur Anwendung kommen 
soll. Vgl. Serret, Handbuch der höhern Algebra $. 491 pag. 346. 

Jede Funktion, welche einer Gruppe vter Ordnung zugehört, schreiben wir von nun 
ab in der Form 


a 
N Dre 
% 


wo wir unter x die Gliederanzahl der Funktion, unter » die Ordnung der Gruppe zu ver- 
stehen haben, welche die Funktion V zulässt. 


Aufstellung der spezifischen Hauptfunktionen. 
SB 


Gemäss der Erörterungen, welche diesem Paragraphen vorausgehen mussten, haben 
wir zunächst jene Funktionen ins Auge zu fassen, welche sämmtliche Substitutionen der 
vollständigen Gruppe von 24 Substitutionen zulassen. Soll eine Funktion durch jede der- 
selben unverändert bleiben, so muss sie in Bezug auf die 4 Wurzeln symmetrisch sein. 
Jede symmetrische Funktion der Wurzeln einer Gleichung lässt sich rational und ganz 
durch die Coeffizienten der Gleichung darstellen. Wir können demnach die Coeffizienten 
der biquadratischen Gleichung 

x +ax3 +b? + x +d=0 
oder auch die sie repräsentirenden symmetrischen Funktionen nebst ihren Potenzen als die 
spezifischen Hauptfunktionen aller symmetrischen Funktionen ansehen. Die Coeffizienten 
a, b, c, d definiren die Funktionsklasse I. 


% 


8.4. 


In der vollständigen Gruppe von 24 Substitutionen giebt es nur eine Gruppe von 12 
Substitutionen; sie heisst die alterne Gruppe. Derselben gehört unter andern die 
Funktion 

II, = (&ı — 8) — X3)&ı — X)(&2 — %3)Rg — Xu) — X) 
zu, welche die Quadratwurzel aus der Diskriminante der biquadratischen Gleichung bedeutet. 

Indem wir die Reihe der Sukstitutionen dieser Gruppe auf sämmtliche symmetrische 

Funktionen des $. 1 ausdehnen, finden wir, dass nur die symmetrische Funktion 
1 — x ’R2’% 


sich in zwei Theile spaltet, von denen jeder die Gruppe zulässt. Es sind diese die beiden 
Funktionen 


12 12 
V; = za ’r und V, = IX RX 


Ba ae 


Die Differenz V, — V, ist, wie sich leicht zeigen lässt, nichts Anderes als die Quadrat- 
wurzel aus der Diskriminante oder die Funktion 77,; dieselbe muss die Gruppe von 12 
Substitutionen zulassen. 

Denken wir uns nun irgend eine andere Funktion, welche ebenfalls diese Gruppe zu- 
lässt, so kann dieselbe offenbar nur zwei verschiedene Werthe haben, weil die Ordnung der 
Gruppe multiplizirt in die Zahl der Funktionswerthe immer = 4! sein muss. Von allen 
einer Gruppe zwölfter Ordnung zugehörigen, ganzen und rationalen Funktionen wollen wir 
nun noch den nachfolgenden Lehrsatz beweisen: 

„Alle Funktionen, welche eine Gruppe zwölfter Ordnung zulassen, sind ganze 
„Funktionen 
1) von symmetrischen Funktionen und 
2) von der unsymmetrischen Funktion 
2, = &ı — X) — B)&ı — KR — X)R2 — U) — 9). 
„Dieselben lassen sich linear durch 77, ausdrücken.“ 


Beweis: 


Vertauschen wir in /7, irgend 2 Wurzeln, so geht die Funktion in ihren entgegenge- 
setzten Werth über. Es muss somit das Quadrat von 77, notwendig eine symmetrische 
Funktion sein. Hieraus folgt aber, dass 1) jede ungerade Potenz von I7, in das Produkt 
einer symmetrischen Funktion und die Funktion 77, zerfällt und 2) dass jede gerade Potenz 
von /7, eine symmetrische Funktion ist. 

Nun zerlegt sich jede symmetrische Funktion von 24 Gliedern in zwei unsymmetrische 
Funktionen, wenn wir die Substitutionen der Gruppe zwölfter Ordnung auf sie anwenden. 
Dieselben seien V, und V,. Die Differenz V, — V, ändert allemal”das Zeichen, wenn wir ir- 
gend zwei Wurzeln mit einander vertauschen, woraus wir schliessen, dass sie den Faktor 77, 
enthalten muss. Wir haben somit die beiden Gleichungen 

+\,=P 
V; I V} = QM, 
wo wir mit P und Q symmetrische Funktionen der Coeffizienten bezeichnen und es ist nun 
erwiesen, dass alle einer Gruppe von 12 Substitutionen zugehörigen Funktionen in die Form 
P+ om 
gebracht werden Können. 

Als spezifische Hauptfunktion der Gruppe haben wir daher die Wurzel der Diskrimi- 

nante anzusehen. 


8. 5. 


Wir wenden uns zu den Funktionen, die eine Gruppe Ster Ordnung zulassen und 
legen unsern Untersuchungen die Funktion 
UVexı + 3% 
zu Grunde. Wir wollen die Substitutionen der Gruppe, die die Funktion u nicht verändern, 
gleich folgen lassen, weil wir aus dieser Gruppe verschiedene andere herleiten können. 


Dieselben sind für den Index von x 
2 


Se 


1234 2134 1243 an a Ben Be 
vn! en N 1234), 3.) 1234), \1234), \1234 
oder in Cyklen ausgedrückt 
1, (12), (34), (A284, (13) 24), (A23), (1324), (1423). 
Auch für die hierhergehörigen Funktionen lässt sich ein dem im vorigen Paragraphen 
ähnlicher Lehrsatz aufstellen, nämlich: 
„Alle ganzen und rationalen Funktionen der 4 Wurzeln einer biquadratischen 
„Gleichung, welche die Substitutionen der der Funktion u zugehörigen Gruppe 
„Ster Ordnung zulassen, sind ganze Funktionen 
„i) von symmetrischen Funktionen und 
„2) von der unsymmetrischen Funktion u.“ 


"Beweis: 
Wir haben zunächst aus den im ersten Paragraphen zusammengestellten symmetrischen 
Funktionen jene abzuleiten, welche der obigen Gruppe zugehören und wir werden den Be- 
weis als erbracht ansehen, wenn wir diese als ganze und rationale Funktionen von u und 
symmetrischen Funktionen dargestellt haben. 
Verfahren wir bei der Darstellung der Funktionen nach $. 2, so gelangen wir zu 23 
Funktionen, die wir in 3 Klassen theilen. Die erste Klasse umfasst die 4 symmetrischen 


Funktionen 
1) IX, 2) Is 3) X, 4) IXXoXz, 
4 4 4 4 


Zur zweiten Klasse rechnen wir diejenigen Funktionen, die sich paarweise zu einer 
syinmetrischen Funktion ergänzen. Wir lassen dieselben in der Weise zusammengestellt 
folgen, dass die auf derselben Horizontalreihe stehenden Funktionen sich zu einer symme- 
trischen Funktion ergänzen. Es sind die Funktionen: 


8 8 8 8 

1) zXX; zu 5) I ’XX5; IX ’sgX 
= 8, en 8, 

2) xx; IX’, 6) Ix,°%2; x; ’Xg? 
4 8 4 8 
8 8 8 8 

3) xx}; I 7) Sa 'XoR; IX 
8 8 8, 8 

4) Ir’; Ixı’8 8) Ir RR; Ir RX 


Zur dritten Klasse gehören die drei unsymmetrischen Funktionen, in welche die sym- 


metrische Funktion 
Y= Ixı’R X 


zerfällt, indem wir die Gruppe über dieselbe ausdehnen. Es sind die Funktionen 
8 8 8 
1) Ixı’xg?X3 2) Ixı’Rz?x, 3) IX43X3’X, 
8 8 8 


Mit Uebergehung der Funktionen der ersten Klasse, welche durch die Coeffizienten 
der Gleichung rational und ganz ausgedrückt werden können, bemerken wir zunächst für 
jene der zweiten und dritten Klasse, dass von jener 8, von dieser 1 durch die symmetri- 


4 B 


RT 


schen Funktionen und die übrigen Funktionen der Klasse sich ganz und rational darstellen 
lassen. Es bleiben somit nur 10 unsymmetrische Funktionen übrig, die wir als Funktionen 
der Gleichungscoeffizienten und der Funktion u darzustellen haben. Wir bedienen uns hie- 
bei der Multiplikation der Funktion u mit beliebigen andern symmetrischen oder unsymme- 
trischen Funktionen, aus deren Produkten und den Coeffizienten der Gleichung wir die 
obigen 10 Funktionen erhalten und führen dieselben nach dem Grad von u geordnet in der 
nachfolgenden Tabelle an: 


8 
IX =c— au 

4 

8 

XXX, = ad — cu 

4 

8, 

YxXX = bu — u 

8 

8, 

DI — 2d m u? 

2 

5, 

Yu 0 = — ac +4d + (a — bu — u 
4 

8 

Yx3xX2 = ad + cu — au 


Nxı3XoX3 = b? — ab? — 2ad + be + ufab +b+c) + 
XXX; = — 2bd + 2du + bu? — uw 


DEE — abe — 6bd — ulac — 6d + b2) + 2bu? — u°. 
4 


Wir bemerken schon jetzt *), dass von den beiden letzten Funktionen die erste in 
Bezug auf u vom ersten, die zweite Funktion vom zweiten Grade ist, da u3 als Funktion 
von u? und u dargestellt werden kann. Es ist nämlich 


Fix 3xo?x, = (ac — 2dıu — dfa® — 2b) — c? 
8 


Six 3x22x, —= bu? — (b? — 2d)u + abe — 2bd — ad — c. 
8 


Das spezifische Hauptfunktionsystem besteht demnach für die der Gruppe Ster Ord- 
nung zugehörigen Funktionen aus der Potenzreihe 
1, use: 
Alle Funktionen, welche durch die Coeffizienten der Gleichung und diese spezifischen 
Hauptfunktionen ganz und rational ausgedrückt werden, bilden die Funktionsklasse III. 
Ausser der Gruppe von 8 Substitutionen giebt es in der vollständigen Gruppe keine, 
welche von dieser wesentlich verschieden wäre; es giebt demnach auch kein zweites spezi- 


EL EN EN L- DEE“ 86: 
2* 


N = 


fisches Hauptfunktionsystem. Dieselbe Operation, welche die Gruppe 8ter Ordnung in eine 
der beiden übrigen noch vorhandenen Gruppen überführt, transformirt auch die obige Po- 
tenzreihe in jenes spezifische Hauptfunktionsystem, das der entsprechenden Gruppe angehört. 


SB, 


Viel einfacher und am meisten bekannt sind die folgenden Untersuchungen an jenen 
Funktionen, welche dieselbe Gruppe 6ter Ordnung zulassen wie die Funktion u = x. 

Die Substitutionen dieser Gruppe haben die Eigenschaft, ein Element nicht zu ver- 
setzen. Es können daher in der vollständigen Gruppe auch nur 4 Gruppen existiren, von 
denen jede eine Wurzel nicht versetzt. Wir wählen die Gruppe der folgenden Substitu- 
tionen, die auf den Index zu beziehen sind: 

1234 24 1492 es) 3) a) 
(a (a ken) 1234), 2A NA 
oder in Oyklen 
% (23), (24), (34), . (234), (243). 

Für alle Funktionen, welche diese Gruppen zulassen, wollen wir den Lehrsatz beweisen: 
„Alle ganzen und rationalen Funktionen der 4 Wurzeln einer biquadratischen 
„Gleichung, welche dieselbe Gruppe zulassen wie die Funktion u = x,, sind ganze 
„Funktionen 

„1) von symmetrischen Funktionen und 
„2) der unsymmetrischen Funktion u = x,.“ 


Beweis: 


Wenden wir sämmtliche Substitutionen der obigen Gruppe auf irgend ein Glied der 
symmetrischen Funktion 


2,4 
an, die Exponenten immer in denselben Grenzen genommen, so resultiren lauter unsymme- 


trische Funktionen, deren Glieder durchweg den Faktor x,* besitzen, wobei für A der 
Werth O nicht ausgeschlossen ist. Scheiden wir diesen Faktor aus, so bleibt noch eine in 
Bezug auf die 3 Wurzeln xs, x3, x; symmetrische Funktion, die aber offenbar durch die 
Coeffizienten der Gleichung ; 
4 3 2 
u en — x3+ (a+x)x2 + (btax +2, )x te + bx, + ax? +? = 
rational und ganz ausgedrückt werden kann. 

Hieraus folgt, dass jede unsymmetrische ganze Funktion der 4 Wurzeln, welche die- 
selbe Gruppe zulässt wie die Funktion x,, sich als ganze Funktion von x, und symme- 
trischen Funktionen darstellen lässt. 

Die Potenzreihe 1, x, XS, X... ist das spezifische Hauptfunktionsystem aller 
Funktionen, welche dieselbe Gruppe wie die Funktion x, zulassen. Die Funktionen bilden. 
die Funktionsklasse IV. 

Es darf nicht unerwähnt bleiben, dass obige Gruppe als die vollständige Gruppe einer 
kubischen Gleichung mit den Wurzeln x,, X3, x; angesehen werden kann. 

Der obige Lehrsatz gilt auch ganz allgemein. 


lan 


Jede unsymmetrische ganze Funktion der Wurzeln einer allgemeinen Gleichung, 
welche dieselbe Gruppe zulässt wie eine ihrer Wurzeln, kann als eine nach Potenzen dieser 
Wurzel fortlaufende Summe dargestellt werden, in welcher die Coeffizienten dieser Summe 
symmetrische Funktionen sind; denn alle Substitutionen, welche z. B. die Wurzel x, nicht 
versetzen, bilden eine Gruppe und für die dieser zugehörigen Funktionen ist die Reihe 


1, Xp, X... Xprl... das spezifische Hauptfunktionensystem. 
Die drei übrigen Gruppen 6ter Ordnung liefern ähnliche Resultate. 
ROTE 


Wir wenden uns zu jenen Funktionen, welche irgend eine der Gruppe 4ter Ordnung 
zulassen, die überhaupt in der vollständigen Gruppe enthalten ist. Wir begegnen hier zum 
ersten Male in unsern Untersuchungen dem Falle, dass in der vollständigen Gruppe von 
24 Substitutionen mehrere Gruppen der 4ten Ordnung vorkommen, denen wesentlich ver- 
schiedene Funktionen zugehören. Sämmtliche Gruppen der 4ten Ordnung sind in der 
Gruppe Ster Ordnung mitenthalten und aus ihr können 3 wesentlich von einander verschie- 
dene Gruppen abgeleitet werden. Dieselben sind jene, welche 

1) der Funktion + -— S — X 
2) der Funktion (x — Xe)(X3 — X) zugehört. Die allgemein gültige Benennung der 

„ausgezeichneten Gruppe“ werden wir auch auf die hierher gehörigen Funktionen, 

welche „ausgezeichnete“ heissen sollen, übertragen. 

3) die zyklische Funktion x,?x3 + xx; + X32Xg + Xy2xı nicht verändert. 

Diese nennen wir „die zyklische Gruppe“. Wir werden zunächst jene Funktionen, 
welche derselben Gruppe zugehören wie die Funktion xx + & — X — X,, hierauf 
die ausgezeichneten Funktionen von dem Typus (x, — xs)(x3 — x,) und zuletzt die zyk- 
lischen Funktionen von dem Typus x4?xg + XxX + x3®X, + xx, In Untersuchung ziehen. 

1) Die Gruppe, der die Funktion u = x; +xXg — x, — x; zugehört, besteht aus den 


Substitutionen 
(a a 1243 
ol a Bl 7) 


R (12 (84. (12/34) 
und für sämmtliche dieser Gruppe zugehörigen Funktionen können wir den Lehrsatz aus- 
sprechen: 
„Alle ganzen und rationalen Funktionen der 4 Wurzeln einer biquadratischen 
„Gleichung, welche dieselbe Gruppe 4ter Ordnung zulassen wie die Funktion 
„si + X — X; — X, Sind ganze Funktionen 
„l) von symmetrischen Funktionen 
„2) den unsymmetrischen Funktionen 
wey+to- x — y)W = Xı% + XXı Und U = xıXg — XXy:“ 


oder in Oyklen 


Beweis: 
Wir denken uns die allgemeinste symmetrische Funktion 
es Yizıız,lır,v 
x 


und zerlegen dieselbe in solche Funktionen, welche die Substitutionen der obigen Gruppe 


zulassen. Es resultiren dann für U 6 unsymmetrische Funktionen, von denen jede in das 
Produkt von 3 Faktoren zerlegt werden kann. Zwei derselben sind Potenzsummen der 
beiden Wurzeln x,, X, bezw. der Wurzeln x; und x, und bestehen aus zwei Gliedern, zu 
denen noch eine Potenz von einem der Produkte x,x, oder x3x,; hinzutritt. 

Nun können wir aber immer die Summe x T+x7! oder x3° + x wie auch jede 
der Potenzen (x,X5)® und (x3x,)® als ganze Funktion von u, Us, U; darstellen. Zunächst 
ergiebt sich aus den Gleichungen 

Xi RR Ra; 
yo DR 


Ben 
% HR So und 


2: f n 
X3 + X zZ ES on erners 


X + X = W% 
X1Xo = XaXy == Us 


X xg == FF 
Kl = 


Ist s gerade, dann drücken wir x:° + x,5 zunächst durch das Binom x x, und 
o $) 5) 4 3 4 


X3 . X, aus und zwar 
2 . 
ZILK + I) — RR? + 2)... — Ss-ıgX) ? (X? + X) — 8%) 2, 
2 2 
wobei wir unter s; den iten Binomialcoeffizienten zu verstehen haben. 


Ist s ungerade, dann bedienen wir uns der Rekursionsgleichung 
s—1 


EHRE HR) - RK?) — ... ul) ? (X + &u) 
2 


Ganz analog können wir x” + xy” in eine nach Potenzen des Binoms x; + x3 fort- 
laufende Summe verwandeln. 
Da nun die Funktionen, welche die obige Gruppe zulassen, immer aus dreien von den 
4 Faktoren 
X” TA Xy° I Rn (XıXa)®, (KgXz )" 
zusammengesetzt sind, so ist einleuchtend, dass dieselben auch durch die Funktionen u,, 
Us, U, ganz und rational dargestellt werden können. | 
Die Funktionen u, und u, bilden das spezifische Hauptfunktionsystem der hierher- 
gehörigen Funktionen, während die Funktion u, eine nichtspezifische Funktion für die 
Funktionen dieser Gruppe ist, da sie auch in einer Klasse höherer Ordnung bereits aufge- 
treten ist. Die 3 Funktionen u, U, Us sind nicht unabhängig von einander; u, und us 
sind irrationale Funktionen von u,; denn es bestehen die Gleichungen 
u? = a? — 4b + 4m 
uU? = u? — 4d. 


Die Funktionen, welche diese Gruppe 4ter Ordnung zulassen, bilden die Funktions- 


ee 


klasse Va. Alle dieser Gruppe verwandten Gruppen 4ter Ordnung liefern ähnliche 
Resultate. 

2) Unsere Untersuchungen lassen uns zu der zweiten Gruppe 4ter Ordnung gelangen, 
welche die ausgezeichnete Gruppe genannt wird. Sie besteht aus den Substitutionen 


1234 2143 3412 4302 
1234), \1234), \1234), a) oder in Cyklen angeschrieben 


1, (12)(34), (13/2,  (14)(23). 

Irgendeine Funktion, welche diese Gruppe zulässt, ist z. B. das Produkt zweier aus 
verschiedenen Wurzeln gebildeten Differenzen (X; — X3)(&3 — x,). Sehen wir von jenen 
Funktionen, die sich durch das Darstellungsverfahren des $. 2 als solche, die bereits bei 
Gruppen höherer Ordnung besprochen wurden, ab, so lässt sich auch für die ausgezeich- 
neten Funktionen ein spezifisches Hauptfunktionsystem aufstellen, dessen Existenz durch 
den Lehrsatz: 

„Alle der ausgezeichneten Gruppe zugehörigen ganzen und rationalen Funktionen 
„sind ganze Funktionen 
„1) von symmetrischen Funktionen 
„2) den unsymmetrischen Funktionen u =XXg+X3X, und U (X; — Xa)(X3 — X4)“ 
nachgewiesen und festgestellt werden soll. 


Beweis: 

Diese Gruppe ist in der im $. 5 besprochenen Gruppe Ster Ordnung mitenthalten; es 
müssen demnach einzelne dort auftretende Funktionen sich auch hier wieder zeigen. Die- 
selben wurden als Funktionen von 

vzxXK+ X 

dargestellt. Die Funktion u, ist demnach für diese Gruppe nicht spezifische Hauptfunktion. 
Unser besonderes Interesse müssen zunächst jene Funktionen beanspruchen, welche in kei- 
ner der besprochenen Gruppen bis jetzt vorgekommen sind. Wir können dieselben sehr 
einfach durch passende Zerlegung der Sgliedrigen Funktionen des $. 5 erhalten. Die Ge- 
sammtheit aller dieser Gruppe zugehörigen Funktionen besteht in symmetrischen Funktionen, 
in Funktionen, die sich zu je 3en und zu je 6 zu einer symmetrischen Funktion ergänzen. 
Von den ersteren sowie von jenen, die schon bei früheren Untersuchungen als Funktionen 
von u, dargestellt worden sind, wollen wir hier abstrahiren, wiewohl wir sie zu den hierher- 
gehörigen Funktionen rechnen. Es bleiben dann noch 22 unsymmetrische Funktionen übrig, 
die wir in der nachfolgenden Tabelle in der Weise zusammenstellen, dass die auf der näm- 
lichen Horizontalreihe stehenden Funktionen sich zu einer Funktion von 8 Gliedern er- 
gänzen, die wir im 8. 5 bereits untersucht haben. Es sind die Funktionen 


4 4 & 4 
1 Yxx;; YxıX, 5) xx ; Vx’X, 
2 2 4 4 
4 4 2 Er 
2) Ix’x;; IxX’Xy 6) Exit; LUX 
4 4 4 4 
2 d - A 4 92 2 
3) Ir‘; IX ’X 7) IX ’’X; Ix,x; X 


4 4 4 4 
4) NxXiXoXz; x KoXı 8) NXı’XgXy; XXX u8f 
4 4 4 4 


HL el 


A 4 

I) 1) IX, IX,2X3 ; XIX 
4 4 

> x 3 2 

2) IX ’X4; 2x; XaXg 


i 3 4 
3) Uxyirgir,; LIXo’Ry°X, 
4 4 


Was nun die Funktionen unter I) betrifft, so können wir diese aus den 2- und 4glie- 
drisen Funktionen des $. 5 dadurch erhalten, dass wir auf die Glieder derselben die Sub- 


stitutionen 
Xı X3XyXo XıXy4XgX 

Be 
anwenden. Die erste Substitution liefert Funktionen, welche jener Gruppe Ster Ordnung 
angehören, in welche die im $. 5 angenommene Gruppe durch Ausdehnung dieser Substitutionen 
auf dieselbe übergeht. Diese können aber rational und ganz durch die Funktion x4X3 + X3X4 
dargestellt werden. Die zweite Substitution liefert Funktionen, die rational und ganz durch 
XjX4 + X9X3 ausgedrückt werden können. Somit sind die Funktionen unter I. durch sym- 
metrische Funktionen und die unsymmetrischen Funktionen 

X + xx; und xx, + xox3 darstellbar. 


Nun ist aber X + Ru FUN + =b — U 
RX tr XoXy — IX — Ko = 
mithin 2 + u) =b—- (u — W) 


2x4 + 8%) =b—- (u+ m). 

Ganz ähnlich zeigen wir für die Funktionen unter II. die Richtigkeit unseres Lehr- 
satzes. Jede derselben lässt sich in zwei Faktoren zerlegen, die in der folgenden Tabelle 
enthalten sind. 

XıX2? + Xy’Xp, XıX%g + XaXı 
Rz? + Ro, RX + KoX 
X + Roxy; XıX, + XoXg 

Multipliziren wir je zwei Funktionen dieser Tabelle, welche weder in derselben Ver- 
tikal- noch in derselben Horizontalkolonne stehen, mit einander, so erhalten wir allemal 
eine Funktion, welche unter II. zusammengestellt sind. Diese Funktionen gehören keiner 
der Gruppen Ster Ordnung an und sind, abgesehen von Gruppen niederer Ordnung, aus- 
schliesslich dieser Gruppe 4ter Ordnung zugehörig. Aus der Tabelle können wir ihre 
Eigenschaft, Funktionen von 

XıXo + X3X4, XıXa + XoXy, KR + XoXz ZU Sein, 
entnehmen, woraus wir auch für sie schliessen, dass sie durch u,, u, ausdrückbar sind. 

Demnach können wir alle der ausgezeichneten Gruppe 4ter Ordnung zugehörigen 
Funktionen, die wir entsprechend der Gruppe, ausgezeichnete Funktionen genannt haben, 
als ganze Funktionen von symmetrischen Funktionen und den unsymmetrischen Funktionen 
u, u, ansehen. Die Funktionsklasse heisse „die ausgezeichnete Funktionsklasse“ und habe 
in der Reihe der übrigen die Nummer V7. 

Es ist selbstverständlich, dass jede andere einfache Funktion, welche ausschliesslich 
die ausgezeichnete Gruppe zulässt, und welche durch u, und u, ganz und rational aus- 


Te 


drückbar ist, als spezifische Hauptfunktion hätte aufgestellt werden können. So genügen 
z. B. die Funktionen 

XıXg + XKg + EKıX3 + X) + EX + XeXy) und 

XıXg + XaXa + &2(XıX3 + XoXd) + E(XX4 + XaXz) den gestellten Anforde- 
rungen, wo wir unter &, & die Kubikwurzeln der Einheit verstehen. Wir gaben jedoch der 
Funktion us den Vorzug, weil dieselbe, abgesehen von ihrer Einfachheit, leicht in eine hö- 
here Funktionsklasse übergeführt werden kann. Eine andere Frage ist es allerdings, ob die 
spezifische Hauptfunktion auch eine entsprechend einfache Resolventengleichung liefert. Auf 
die Beantwortung derselben werden wir jedoch erst im 3. Theile dieser Note zurückkommen. 

3) In der vollständigen Gruppe von 24 Substitutionen ist noch eine dritte Art von 

Gruppen 4ter Ordnung enthalten, die wir die zyklischen genannt haben. Dieselben be- 
stehen aus den aufeinanderfolgenden Potenzen einer Substitution. Ihre Zahl ist daher leicht 
bestimmbar und ist = 6. Wir gehen von der Substitution 


3421 
ae ( 23 i) 
aus, deren Potenzen die Gruppe 
1234 2143 3421 4312 

N) en (; 3) 

bilden; oder in Cyklen angeschrieben 
ir (12)(34), (1324), (1423) 

Den Namen der Gruppe haben wir auf jenen der Funktionen ausgedehnt und sie mit „zyK- 
lischen Funktionen“ bezeichnet. 

Diese zyklischen Funktionen, welche die obige Gruppe zulassen, können wir entweder 
nach dem im $. 2 gegebenen ganz allgemein gültigen Verfahren bilden oder auch aus 
den Funktionen des $. 5 herleiten. Beidemale resultiren Funktionen, welche die Eigen- 
schaft haben, dass sie 


„1) durch symmetrische Funktionen und 
„2) durch die unsymmetrischen Funktionen 


U = XıXoa + X3Xy 
WB = KR + X + X?X, + Xexı und 
U = RR: + Ru + Karol + XIX 


„ganz und rational dargestellt werden können.“ 


Beweis: 


Da die vorliegende zyklische Gruppe in der Gruppe 8ter Ordnung mitenthalten ist, 
so werden auch alle Funktionen, welche jener Gruppe angehören, hierher gerechnet werden 
müssen. Da aber diese durch die Funktion u, ganz und rational dargestellt werden können, 
so ist u, für die zyklische Gruppe eine nichtspezifische Hauptfunktion. Ebenso werden 
wir bei der Darstellung der zyklischen Funktionen auch wieder symmetrischen Funktionen 
begegnen, die wir im $. 5 und $. 7 bereits aufgezählt haben. Neu sind dagegen jene 
Funktionen, die wir tabellarisch nachfolgen lassen, und die wieder so geordnet sind, dass 
die Summe der auf derselben Horizontalreihe stehenden eine Funktion der Funktionsklasse 


UI ergeben. Es sind die Funktionen: 
3 


4 4 4 4 

1) IX ’% a zu’ 4) IR’; IR X 
4 4 4 fi 

2) Ixy RX, = Us; Ir ’RX 5) YXPRXg; XXX, 
4 4 4 
4 j 22 4 4 

3) Ixı’X5; Yxı’X, 6) Ix,’xz?; XIX? 
4 4 4 4 


4 fi 

T) IxıdxgXz; XXX, 
4 ; 4 
4 ar 

3) AXSXZR,; UXgXz2X, 
4 4 


4 4 
I) xuarzir; LURPR 
4 4 


Zunächst ist evident, dass wir die Zahl der 18 Funktionen auf die Hälfte reduziren 
können, wenn wir 9 derselben durch die entsprechenden Funktionen des $.5 und durch 
die übrigen 9 ausdrücken. Bezeichnen wir zur einfacheren Darstellung die a 

X + x + %%X + XX% Mit vu 
und berücksichtigen, dass v; mit u, durch die Relation 
y+vw=b 
verbunden sind, dann drücken sich die zyklischen Funktionen in der folgenden Weise durch 
U, Yy, U; und u; und die Coeffizienten der Gleichung aus: 


4 

IX’ ZZ U 

4 

IX’XX; ZEiNUs 

2 

ax’ = ac — by — ap — 


4 
DYX 2X X, — 2ad — be + uU + au 
4 


a 
2rx 0x; = be — 2ad + uW — au 
2 
2x3? — 2a?c — bad — be — 2abu, + 2a? — up + 2buz + auz 
A 
& 
ferner Ir’ — yu, — dv; 
| 


4 ? 
Ir’ — ce — 3dv; — ul — Cl 


4 
NXuRz2X, = — C? — d(a? — 2b) + 2dy + vi 
4 


Hieraus ist ersichtlich, dass die zyklischen Funktionen, mit denen wir uns zu beschäf- 
tigen haben, durch die Funktionen u,, Us, us ganz und rational dargestellt werden können, 
und dass die Funktionen u, und u; die spezifischen Hauptfunktionen der zyklischen Funk- 


ge 


tionsklasse, der wir die Nummer V. geben wollen, sind, während die Funktion u, für diese 
Funktionen eine nicht spezifische Hauptfunktion ist. 

Statt der spezifischen Hauptfunktionen u, und u, hätten wir auch andere Funktionen 
einführen können, von denen wir hier nur historisch zwei erwähnen wollen, weil wir in 
einem andern Kapitel auf dieselben zurückzukommen haben. Es sind die Funktionen 

Kı +82 — % — U)Rı — X) — X) und 
(KıX2 — XXX — Xe)X3 — X) 
Dieselben resultiren aus der Differenz der Funktionen 


4 4 
, U = IX — ix’, und 
4 Ei 
ae 
u = Nx12XoX3 —— NxX4?XaXı. 
4 4 


Dieselben sind nämlich ganz besonders dazu geeignet, Transformationsgleichungen für 
Funktionen der zyklischen Gruppe in solche, die Gruppen höherer Ordnung angehören, ab- 
zugeben. Wollten wir die Resolvente, deren Wurzel us’ oder u,’ ist, so würde dieselbe 
sich einfacher gestalten wie jene, deren Wurzel u, oder uz ist. Da jedoch für unsern Be- 
weis die einzelnen Funktionen sich mittelst u, und u, einfacher ausdrücken lassen, gaben 
wir diesen den Vorzug. Der Uebergang von dem einen zu dem andern spezifischen Haupt- 
funktionensystem ist durch die Ableitung gegeben. Es ist 


4 4 
xx + ax’ = — ab + 2c + au 
4 N, : 
xx — ax url 


f 4 
IX PR ar IX RX = u(b — u) 


4 4 
ae — ar = Ur‘. 


Da alle übrigen zyklischen Gruppen, die in der vollständigen Gruppe mitenthalten 
sind, keine neuen Resultate liefern, so verlassen wir mit diesen Untersuchungen die zyk- 
lischen Funktionen, welche die 5. Funktionsklasse bilden und dehnen unsere Betrachtungen 
auf Funktionen, die Gruppen niederer Ordnung angehören, weiter aus. Nach 4 ist der 
nächst kleinere Theiler von 24 die Zahl 3. Wir werden uns daher im 


8.8 
mit jenen Funktionen zu beschäftigen haben, welche eine Gruppe 3ter Ordnung zulassen. 
Unter sämmtlichen Substitutionen, welche die vollständige Gruppe besitzt, giebt es 8, deren 
Potenzen eine Gruppe 3ter Ordnung bilden. Diese sind sämmtlich Theile von Gruppen 
6ter Ordnung, d. h. sie sind in diesen mitenthalten, und werden durch Potenzirung einer 


Substitution erhalten. Für unsere Untersuchungen wählen wir jene Gruppe, welche aus 


den Potenzen der Substitution S = i 3 5 gebildet ist. Dieselbe umfasst die Substitutionen 


1234 1342 1423 ; 
(, 2 N! (; 23 2): e 93 ı) oder in Cyklen geschrieben 
1 


(234), (243). 


Br 


, Da diese Gruppe von 3 Substitutionen in jener von 6, die wir im $. 6 besprochen 
haben, mitenthalten ist, so ist evident, dass alle Funktionen der Klasse IV auch hierher- 
gerechnet werden dürfen. Hieraus folgt aber, dass für die der Gruppe 3ter Ordnung zuge- 
hörigen Funktionen die Funktion x; und ihre Potenzen das nichtspezifische Funktionsystem 
bildet. Unter jenen der Gruppe 6ter Ordnung zugehörigen Funktionen giebt es auch solche 
von 6 Gliedern, die in passender Weise sämmtlich in Funktionen von drei Gliedern zer- 
legt werden, und welche ausschliesslich der obigen Gruppe angehören. Von diesen können 
wir einige Eigenschaften aussprechen : Zunächst zeigt die Gruppe, dass jede Funktion, die 


durch sie nicht geändert wird, den Faktor x,* enthalten muss, wobei für 2 der Zahlenwerth 
O nicht ausgeschlosser ist; ferners müssen alle Funktionen in Bezug auf die Wurzeln x,, 
X3, X, zyklisch sein, weil es die Substitutionen der Gruppe sind. Wir wollen nun- sämmt- 
liche ausschliesslich dieser Gruppe zugehörigen Funktionen tabellarisch ordnen, um aus 
ihrem Aufbaue auf das spezifische Hauptfunktionensystem zu schliessen und stellen dieselben 
wieder so zusammen, dass die auf der nämlichen Horizontalreihe stehenden Funktionen sich 
zu einer Funktion der Funktionsklasse IV ergänzen. Es resultiren dann die Funktionen: 


3 3 3 - 3° 
NXy’Xz ; xx, Ix’x3?; IX’? 

3 3 3 3 

3 3, 3 3 3 3 
Ex’ E Ix’Xı cz we. an’ : Ir RX SR IR’ 


3 3 3 3 3 3 3 3 
IX’ X% == KIXR; IX ii Ix’x, Ix’KR == IXRg; IRUX er KIR'S 


Die symmetrische Funktion Yx/?x3?x; zerfällt in die 8 Partialfunktionen: 
24 
3 3 3, 3 
Sr 88; — KL ; Ir ’R’X = IKK 


3 3 3 3 
Ir ’X = KoKR Ir; IR’ ar RUE’ 


3 2 3 3 
x SXy3Xg = x 2 VXo°Xz R x, 2K3X, == x 2YXX 
3 3 3 3 

> A 3 3 3 
2x XXX X In; IR KPX ==> IR? 


Ein Ueberblick über diese Tabelle zeigt, dass sämmtliche der Gruppe von 3 Substitu- 
tionen zugehörigen Funktionen darstellbar sind 
1) durch die Funktion x;, 
2) durch symmetrische Funktionen der Wurzeln x5, x, 3, 
3) durch die unsymmetrischen Funktionen 


a 3 
z P:6) 2x3 und zx’x, 
3 3 
Ix’z; Pr 2x IX, 


3 3 
IXo’X , Ix,'5,’ 
3 


Die Summe je zweier auf derselben Linie stehenden Funktionen giebt aber wieder eine 
Funktion, die der Gruppe 6ter Ordnung angehört und demgemäss in eine nach Potenzen 
von x, fortschreitende Reihe entwickelt werden kann. Wir können daher diese Funktions- 
zahl sofort auf die Hälfte reduziren. Setzen wir nun 


3 
Nxa2x; = W, dann ist 
3 


Is, = 4 — bi? — au, 
ix, = 3°4 — bie; + bug, wenn wir mit a, b,, c, die Coef- 
fizienten der kubischen Gleichung 
u an = rar) +(br+ag +) +tc+bx, tax? +x,? 
3? + 23% +bx+ce=0 
bezeichnen. 


Aus unsern Untersuchungen geht somit der Lehrsatz hervor: 
„Alle Funktionen, welche die Substitutionen der Gruppe 3ter Ordnung zulassen, 


3 
„welche die Funktion u = Xx3’x; nicht verändern, sind Funktionen 
3 


„1) von symmetrischen Funktionen und 
„2) von den unsymmetrischen Funktionen 
u =x, und 
Ih == Xg?Xg + Xy2Xy + XrXa.“ 

Die Funktion u, und ihre Potenzen bilden also das spezifische Hauptfunktionensystem 
jener Funktionen, die obige Gruppe von drei Substitutionen zulassen, und die Gesammtheit 
dieser bildet die Funktionsklasse VI. 

Die Resolventen, welche das spezifische Funktionsystem zu Wurzeln hat, werden von 
der 8ten Ordnung. Dieselben werden demgemäss nur auflösbar, wenn dieselben einen Affekt 
besitzen. Alle übrigen in der vollständigen Gruppe mitenthaltenen Gruppen 3ter Ordnung 
liefern keine wesentlich neuen Resultate. 

Wir wollen die Untersuchungen dieser Funktionen nicht beschliessen, bevor wir diesel- 
ben auch auf kubische Gleichungen ausgedehnt haben, deren Studium sich uns hier aufdrängt. 

Wir gehen von der obigen Gleichung dritten Grades, die von der vorgelegten biqua- 
dratischen Gleichung nicht unabhängig ist, aus und führen an derselben ähnliche Opera- 
tionen durch, wie wir sie bisher an den Funktionen von 4 Wurzeln angestellt haben. 

Diese kubische Gleichung hat die Wurzeln x, x3, x,. Die Gruppe 6ter Ordnung, die 
wir im $. 6 besprochen haben, ist für diese Gleichung die vollständige Gruppe. In der- 
selben giebt es eine und nur eine Gruppe 3ter Ordnung, welche mit der soeben behandelten 
identisch ist und die alterne heisst. Alle Funktionen der Klasse VI können daher auch 
an der kubischen Gleichung studiert werden. 

Bilden wir zunächst die Differenz der Funktionen 


3 3 
Meer nd N: Iyn2x,, 
3 3 


Bu Lig nd 


so resultirt 
IR = (&g — X)(& — Xı)(X — X) 
Die Funktion 77, ist nichts Anderes als die Wurzel der Diskriminante der kubischen Gleichung 
x? +aım +bxr+a =. 

Wir behaupten, dass durch 77, alle Funktionen der Funktionsklasse VI dargestellt 
werden können; denn denken wir uns irgendeine zyklische Funktion der drei Wurzeln x, 
X3, X4, So kann dieselbe nur zwei Werthe haben, wenn wir die Gruppe 3ter Ordnung auf 
sie anwenden. Sind dieselben V, und Vs, so bildet die Summe allemal eine symmetrische 
‘ Funktion, während ihre Differenz das Vorzeichen wechselt, wenn wir irgend zwei Wurzeln 
miteinander vertauschen. V} — V, muss demnach den Faktor 77, enthalten. 

Nun ist V +\%hz=P 

| Mes QM, 
mithin 2\, =P + QIR und 2, =P — Q,, 
wo P und Q symmetrische Funktionen von a, b;, c, in Bezug auf die kubische Gleichung, 
und Funktionen von x; in Bezug auf die biquadratische Gleichung sind. 

Alle diese Funktionen müssen sich aber auch durch symmetrische Funktionen der 3 
Wurzeln x,, X3, x, und linear durch 77, ausdrücken lassen; denn jede gerade Potenz von 1/5 
ist eine symmetrische Funktion, jede ungerade Potenz von 77, das Produkt von 77 in eine 
symmetrische Funktion. 

Es kann somit die Wurzel der Diskriminante der kubischen Gleichung als spezifische 
Hauptfunktion aller Funktionen der Wurzeln dieser Gleichung, welche dieselbe Gruppe wie 
‚II, zulassen, angesehen werden. In Bezug auf die biquadratische Gleichung ist die Potenz- 
reihe von x; das nichtspezifische Funktionsystem, die Funktion 77, die spezifische Haupt- 
funktion. 

Hinsichtlich der kubischen Gleichung spielen diese Funktionen dieselbe Rolle wie die 
Funktionen der Wurzeln einer biquadratischen Gleichung, welche einer Gruppe von 12 
Substitutionen zugehören. Für kubische Gleichungen werden die zyklischen Funktionen 
und jene, welche einer Gruppe 3ter Ordnung zugehören, identisch. 


8. 9. 


Die Gruppen 2ter Ordnung, die in der vollständigen Gruppe von 24 Substitutionen 
enthalten sind, bilden Theilgruppen der bereits besprochenen Gruppen und sind zweierlei 
Art. Die eine enthält ausser der Identität noch eine Substitution, die einer Transposition 
äquivalent ist, die andere Art enthält die Identität und eine Substitution, welche zwei 
Transpositionen äquivalent ist. Wir wollen unseren Betrachtungeu die beiden Gruppen 


(233), (3) men u 


1234 2143 
a 23 I @ 23 \ oder ” 2 1, (12)(34) 
zu Grunde legen. | 


Die erste Gruppe ist in der vollständigen Gruppe von 3 Elementen enthalten und 
selbst die vollständige Gruppe von zwei Elementen. 

Alle dieser Gruppe angehörigen Funktionen müssen in Bezug auf die beiden Wurzeln 
x; und x, symmetrisch sein. Jede Funktion der Wurzeln x3 und x, lässt auch diese 


ERS, 


Gruppe zu, mag sie in Bezug auf dieselben symmetrisch sein oder nicht. Da die Gruppe 
in früheren Gruppen mitenthalten ist, so können die ihr zugehörigen Funktionen durch 
passende Zerlegung der jenen Gruppen zugehörigen Funktionen erhalten werden. Dieselben 
bestehen, abgesehen von einem multiplen Faktor, aus zwei Gliedern. Unter ihnen wird es 
auch solche geben, welche eine Gruppe von mehr als zwei Substitutionen zulassen. Für 
jede derselben haben wir das spezifische Funktionsystem aufgestellt, das für die Funktions- 
klasse dieser Gruppe ein nicht spezifisches wird. Von den übrigen hierhergehörigen Funk- 
tionen können wir das Folgende aussagen: 


Die Veränderung der Funktion durch die Gruppe besteht lediglich in einer Trans- 
position der beiden Wurzeln x, und x,. Besteht jene nur aus den beiden Wurzeln, so 
muss sie, wie bereits angedeutet, in Bezug auf dieselben symmetrisch sein. Haben wir 
dagegen eine symmetrische oder unsymmetrische Funktion der beiden Wurzeln x; und x;, 
so bleibt diese ebenfalls ungeändert, wenn wir die Gruppe auf sie ausdehnen, und es ist 
klar, dass die Funktion noch einer Gruppe höherer Ordnung zugehören kann. Jede Com- 
bination einer symmetrischen Funktion der Wurzeln x, und x, mit einer unsymmetrischen 
Funktion der Wurzeln x; und x, gehört aber sicher unserer Gruppe an, wenn die neue 
Funktion in Bezug auf drei Wurzeln nicht symmetrisch ist wie z. B. x,x»x;; denn dann 
würde die Funktion wiederum einer Gruppe höherer Ordnung angehören. Nun sind aber 
die symmetrischen Funktionen von x; und x, durch die Funktionen y + x — X — X 
und x4Xg — X3X; und xXX; + X3x, rational dargestellt worden, während die unsymme- 
trischen. Funktionen von x; und x, als Funktionen von x; und x,, mithin auch durch ihre 
Differenz rational dargestellt werden können. Wir haben demnach die Funktion zz — X 
als die spezifische Hauptfunktion, und die Funktionen 


X +. X — X — X, XXX 4 RX, XıXy — IX 
als das nicht spezifische Funktionsystem dieser Gruppe anzusehen. Dasselbe hätten wir 
auch ableiten können, wenn wir von der quadratischen Gleichung 
xt +ax? +bx?+cx+td 
(X —x4)(X— x3) 
ausgegangen wären. 


—x?+a+xı +x)x+ b+taxı +)? + +X ei), 


In Bezug auf kubische Gleichungen ist noch zu erwähnen: 


Die Substitutionen der Gruppe versetzen eine Wurzel nicht; es kann demnach jede 
dieser zugehörige Funktion in eine nach Potenzen der dritten Wurzel fortschreitende Reihe 
entwickelt werden. Für unsere Annahme ist daher die Potenzreihe der Wurzel x; das spe- 
zifische Hauptfunktionsystem. Bei der Ausdehnung der Gruppe über die Funktionen der 
Wurzeln einer quadratischen Gleichung zeigt sich, dass dieselben keine Veränderung er- 
leiden, weil sie ja in Bezug auf. die beiden Wurzeln symmetrisch sind. 


Wir wollen nun diese Betrachtungen der Uebersichtlichkeit halber nochmals in dem 
Lehrsatze aussprechen: 


1) „Alle ganzen und rationalen Funktionen der 4 Wurzeln einer biquadratischen Glei- 
„chung, welche die Gruppe 2ter Ordnung 1, (12) zulassen, sind ganze Funktionen 
„L) von symmetrischen Funktionen und 
„2) von den unsymmetrischen Funktionen 


RENTNER ES 


WEHR BZ 
U ZZ XyıXa + X3Xı 

U, = XıXga — XaXy 
ug —_ xy“ 


2) „Alle ganzen und rationalen Funktionen der drei Wurzeln einer kubischen Glei- 
„chung sind ganze Funktionen 
„1) von symmetrischen Funktionen und 
„2) einer Wurzel, wenn dieselben durch die Substitutionen der erwähnten Gruppe 
von 2 Substitutionen nicht geändert werden.“ 

Für quadratische Gleichungen ist die Ableitung eines ähnlichen Lehrsatzes zu selbst- 
verständlich. 

Die der zweiten Art von Gruppen 2ter Ordnung zugehörigen Funktionen können aus 
den früheren Gruppen zugehörigen ebenfalls abgeleitet werden. Abgesehen von einem mul- 
tiplen Faktor haben diese Funktionen der einfachsten Art nicht mehr als zwei Glieder, 
wenn wir das Darstellungsverfahren des $. 2 benützen. Alle Funktionen, welche zu Gruppen 
gehören, von denen diese Gruppe eine Partialgruppe ist, müssen hierher gerechnet werden. 
Spezifische Funktionsysteme können für diese Funktionen aufgestellt werden; wir sehen 
aber von ihrer Herleitung ab, weil sie ebenso einfach durch die spezifischen Funktion- 
systeme derjenigen Klassen dargestellt werden können, welche die obige Gruppe zulassen. 
So verweisen wir z. B. die Funktion x,xg + x%X3 + x3x, hinsichtlich des Gliedes x,x, in 
die Funktionsklasse V, und hinsichtlich des Binoms x,x3 + xzX, in die Funktionsklasse V7. 
Dieselbe kann demnach durch die spezifischen Hauptfunktionen jener Klassen ganz und 
rational dargestellt werden. Wir sagen daher, dass die Funktionen dieser Gruppe durch 
das nichtspezifische Funktionensystem 


U rXchR&9 X 2% 
U, ZZ XX9 4 X3X4 
Us Z XyXg — XzX4 


U = (4 —X)X3 —X,) 

ganz und rational dargestellt werden können. Es darf diese Thatsache um so eher einge- 
sehen werden, als ja die vorliegende Gruppe 2ter Ordnung nicht Anderes als die gemein- 
schaftlichen Substitutionen der beiden Gruppen 4ter Ordnung sind, wie wir sie unter 1 und 
2 im $. 7 angeführt haben. 

Alle Funktionen, welche Gruppen 2ter Ordnung angehören, bilden die Funktionsklasse 
VII, die wir gemäss der verschiedenen Gruppenarten, in zwei Unterabtheilungen zerlegen. 
Ihre Anwendung zur Auflösung der biquadratischen Gleichungen ist nur dann möglich, wenn 
die Resolvente, welche eine Funktion dieser Klasse zur Wurzel hat, mit einem Affekt be- 
haftet ist; denn dieselbe wird vom 12ten Grade und ist im allgemeinen nicht. mehr 
auflösbar. 


8. 10. 


Es sind noch jene Funktionen zu betrachten, welche nur eine einzige Substitution, als 
welche wir die Identität anzusehen haben, zulassen. Versehen wir jedes Glied einer der 
im $. 1 zusammengestellten symmetrischen Funktionen mit einem variabeln Faktor, dann 
resultiren lauter Funktionen, welche nur die einzige Substitution, die Identität nämlich, zu- 
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lassen. Jede solche Funktion muss 24 Werthe haben, entsprechend der Zahl der Substitu- 
tionen der vollständigen Gruppe. Das spezifische Hauptfunktionsystem für diese Gruppe 
besteht demnach in den im $. 1 aufgezählten Funktionen, wenn wir dieselben derart ver- 
ändern, dass wir jedem Gliede einer jeden symmetrischen Funktion einen variabeln Faktor 
geben, wie wir dieselbe Operation schon im $. 2 durchgeführt haben. Wenn die aus dieser 
Klasse gebildeten Funktionen als Wurzeln von Resolventengleichungen angesehen werden 
sollen, muss die Resolvente in Bezug auf jede derselben vom 24. Grade sein. Dieselbe ist 
jedoch nur lösbar, wenn sie einen Affekt besitzt. (Vergl. Journal de Math&matiques pures 
et appliquees, t. XI... Die Funktionen dieser Gruppe bilden die Funktionsklasse VIII. Die 
Resolventen der Funktionen dieser Klasse sind identisch mit jenen von Galois. 

Wir sind mit der Aufstellung der spezifischen Hauptfunktionen zu Ende gekommen, 
nachdem wir sämmtliche in der vollständigen Gruppe von 24 Substitutionen mitenthaltenen 
Gruppen niederer Ordnung untersucht haben. Soweit ganze und rationale Funktionen — denn 
nur für diese stellten wie unsere Betrachtungen an — in Untersuchung zu ziehen waren, 
dürften die spezifischen Hauptfunktionsysteme und die durch sie charakterisirten Funktions- 
klassen erschöpfend behandelt worden sein. 

Mit diesen verwandte Betrachtungen stellt Serret im $. 489—504 in seiner „Anwen- 
dung der Substitutionen“ an. 


II. Theil. 


Assozürte Funktionen. 


&.1. 


Wir haben im ersten Theile jede Funktion, welche dieselbe Gruppe von Substitutionen 
zuliess, einer bestimmten Funktionsklasse zugewiesen und deren 8 gefunden. Für jede 
Klasse ergaben sich charakteristische Funktionen, die spezifischen Hauptfunktionen, durch 
welche dieselbe definirt wurde, und durch welche sowie durch die Coeffizienten der Glei- 
chung sich jede Funktion der betreffenden Klasse ganz und rational darstellen liess. Wir 
bezeichnen von nun ab die spezifischen und nichtspezifischen Hauptfunktionen einer jeden 
Klasse mit einem & und unterscheiden sie durch einen Index. Dieselben seien für irgend 
eine Klasse @,, @, ®3, @ .. @j , Wobei wir unter «, die Einheit verstehen wollen. Es 
ist einleuchtend, dass sich die Zahl dieser „o Funktionen“ noch vergrössern wird, wenn wir 
von denselben verlangen, dass sich sämmtliche Funktionen der Klasse nicht blos ganz und 
rational durch sie und die Coefflzienten der Gleichung, sondern auch noch linear ausdrücken 
lassen. In dieser Auffassung haben also die & Funktionen der Bedingung zu genügen, dass 
irgend eine Funktion f der Klasse in die Form 


f = non + m-ı&n-ı + . BE 1 N Be 
gebracht werden kann. Die Grössen h sind rationale Funkoonen der Coeffizienten der Glei- 
chung. Erfüllen die » Funktionen diese Bedingung, dann nennen wir ihre Gesammtheit 
kurzweg das „assocürte System der »& Funktionen der Classe“. Selbstverständlich dulden 
die & Funktionen keine solche Gleichung. Die Zahl derselben nennen wir den Grad der 
Klasse. 

Aus obiger Gleichung folgt zunächst, dass die & Funktionen sich durch Addition und 
Subtraktion reproduziren. Ihre Reproduktion durch Multiplikation weisen wir damit nach, 
dass wir sämmtliche Produkte von irgend zweien derselben, z.B. ®r.. ws bilden, wobei auch 
r = s werden kann, und jedes derselben in die Form der obigen Gleichung bringen. Ist 
die Zahl der » Funktionen n, so ist jene der Produkte gleich der Zahl der Combinationen 
mit Wiederholung zu je zweien (4n(n + 1)). 

Hiebei setzen wir fest, dass alle Funktionen der Klasse sich durch die Coeffizienten 
h und die » Funktionen werden linear ausdrücken lassen, wenn es für die 4n(n + 1) Pro- 
dukte möglich gewesen ist. Um nun das assoziirte Funktionsystem einer Klasse zu finden, 
bilden wir sämmtliche Produkte der im ersten Theile für jede Klasse aufgestellten spezi- 
fischen und nichtspezifischen Hauptfunktionen zu je zweien. Treffen wir hiebei auf ein Pro- 
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dukt, welches sich durch die bereits gefundenen assoziirten Funktionen und die Grössen h 
nicht rational, ganz und linear ausdrücken lässt, so reihen wir es jenen an, und multipli- 
ziren es mit sich und allen vorangehenden Funktionen. Wir erhalten dann eine neue Reihe 
von Produkten, die wieder der Form I zu genügen haben. Bejahenden Falles ist das asso- 
zirte Funktionsystem der Klasse vollständig, verneinenden Falles wiederholen wir diese 
Operation, bis wir für alle Produkte die Form I erreicht haben. 

Nach diesen einleitenden Bemerkungen wenden wir uns zur Aufstellung des assoziürten 
Funktionsystems der einzelnen Klassen. 

Die Funktionsklasse II können wir übergehen, da wir bereits wissen, dass alle der- 
selben angehörigen Funktionen sich durch die Wurzel der Diskriminante der biquadratischen 
Gleichung linear ausdrücken lassen. Für dieselbe ist das assozürte Funktionsystem 

@ — 1 und 

BR ol Xu) FR), 5) — Sy) — X), 
mithin die Zahl der »& Funktionen gleich der Zahl der Funktionswerthe, und der Grad des 
assoziirten Funktionsystems — 2. 


Wir wenden uns zur Funktionsklasse III. 
Das spezifische Funktionsystem bestand in der Funktion x,xa + x3X,. Wir behaupten, 
dass alle dieser Klasse angehörigen Funktionen rational, ganz und linear durch o, und 4? 
dargestellt werden können. 
Iyrasa—ı1 
2) 0 = Ra + X 
3) @ = (KıXg + XgXy)? 
4) u? = 
5) 0, = 03 = bw; — (ac — 4d)o; — (d(Ab — 2?) — Cm 
6) 40 = 0ı* = (b? — ac + Ad)@; + (a?d +4 — abce)ws == b(d(4b — a?) —_ co, 
Die Gleichung 5 kann offenbar als Rekursionsgleichung für alle Potenzen von w, be- 
nützt werden, um letztere als ganze Funktionen von ®;, &, und w, linear darzustellen. Es 
ist evident, dass alle Funktionen dieser Klasse in die Form gebracht werden können, wie 
wir dieselbe verlangten. Die Zahl der » Funktionen ist wiederum gleich dem Grad der 
Resolventengleichung, mithin der Grad des assozürten Funktionsystems = 3. 
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Selbstverständlicher sind unsere Betrachtungen für die Funktionsklasse IV. Als spe- 
zifisches Funktionsystem fanden wir im 8. 6 die Potenzreihe 1, x, X, X? ».». 
Für diese Klasse ist das assozirte Funktionsystem 


1)’, Kant 
2/0004. MX 
Ira Wr 00 
4) 00 = U = 0; 


5) 0,03 — X‘ 
Hieraus folgt, dass jede höhere als die dritte Potenz sich ganz und rational mittelst 
der biquadratischen Gleichung ausdrücken lässt; denn es ist 
20 — xt = — a0; — bw; — to; — dw,; analog 
A 


OR. 


6) 02 = am; — by cn; — do, 

T) 00; = (a2—b)w3+(ab—C)w; +(ac—d)w, tado, 

8) 03 —= —(ad—2ab+c)o3+(—a?b+b?+ac—d)o; + (—a?c+be+ad)w; — (ad—bd)o, 

Reduktionsgleichung für alle Potenzen, die höher als x,3 sind, ist die Gleichung 4 und 

es ist offenbar, dass alle Funktionen der Klasse sich ganz, rational und linear durch die 
Funktionen @,, @4, @, w; darstellen lassen. Das assoziirte Funktionsystem besteht dem- 
nach in diesen 4 Funktionen. Der Grad desselben ist = 4 und mithin gleich dem der 
Resolvente, deren Wurzeln die & Funktionen sind, Es ist leicht einzusehen, dass wir statt 
der Funktion », auch ebensogut die Funktion a9@ + Aw + 202 + A390; hätten als .spe- 
zifische Hauptfunktion einführen können, wenn wir mit Ag, &ı, As, az variabele Grössen be- 
zeichnen. Dieselbe gestattet einen analogen, aber etwas komplicirteren Prozess durch- 
zuführen. 


Sr 
Weniger einfach als die Untersuchungen in den beiden vorhergehenden „alas 
sind die, welche wir an den Funktionsklassen V,, V), V. anstellen wollen. 


Für die Funktionsklasse V, haben wir als spezifische und nichtspezifische Hauptfunk- 
tionen erhalten 


ee! 

Dr u TR RX 
0 — XXy + X3X, 

05 — UXA IX. 


Indem wir auch- hier wieder sämmtliche Produkte der & Funktionen bilden und durch 
das assoziirte System der Klasse ausdrücken, resultiren die Gleichungen 


I). 00 

2) @, = X + Xa —X3 —Xq 

3) Wp) == XıXg + XzX 

4) @& ZZ UXo—X3Xı 

5) 92 = 4,4 (a?—Ab)oy 

6) m = 0 = (UHRXE—Xs—y)(KıR + XyX4) 

7) 00, — —aw,+ 269 

3) 0,0, = 4w;+ (a?—4b)wa 

9) 2 =; = (HXe+XzR4)? 

10) 40,0; = a’04+(a?-—-4ab+8C)n3—2(ac—8d)wy 

11) Anyo; — —aoy — (a’—Ab)wz + 20a 

12) Aa; — 220, +(a? —4ab+8C)w;—2(ac—8d)w, 
13) 020, — bo; — (ac—4d)wa— (d(4Ab—a?)—c?)wy 
14) 2 = w,-4Aday 

15) 004 — — 105 + 26, 

16) Aw;0, = —(ab—2C)u;—(a?b—4b?+2ac)o; —2(2ad—be)w, 
17) 2 = 220, — 4ac—4d)o; — Ald(Ab—a?)—C)wy 


18) Aoyo; — (ab—4act16d)w;+b(a?—Aab+3c)w; — 2(abe—2a2d—2c?)w, 
19) &2 = (b?-ac+4d)o,+(a?d+c?—abe)w;—bld(Ab—a2)— 2) wo 


> Vo 


Aus dieser Tabelle folgt, dass das assoziirte Funktionsystem, durch welches sich alle 

Funktionen der Klasse V, linear, ganz und rational ausdrücken lassen, in der Reihe 

O9 94, 04, W, 4, 
besteht. Der Grad desselben ist also 6 und gleich dem Grad der Resolvente, deren Wurzel 
eine dieser »& Funktionen ist. 

Wir wenden uns zur Aufstellung des assoziirten Funktionsystems für die Klasse V,, 
welche die ausgezeichneten Funktionen enthält. Für diese haben wir als spezifische Haupt- 
funktion die Funktion (4 —X2)(&3—x,) aufgestellt, während wir derselben noch die Funktion 
XXg + X3x; adjungieren mussten, um alle Funktionen durch beide rational und ganz aus- 
drücken zu können. 

Die Tabelie der assozürten Funktionen gestaltet sich für diese Funktionsklasse wie 
folgt: 


IKoy. nl 

2)0, = Utz, 

3) = (Kı—X)&X—X) 

4) = = (X-+XX4) 

5) yo, = 9 = (Rt Xu) —K2)(R3— Xu) 

6) 0,05 = bw;—(ac —Ad)w; — (dAb—a?) —c% on, 

T) 0 = 9 = (KX2tKR) (RI —X2)(K3—X4) 

8) 0, = bo; —(ac—Ad)n;—(d(4db— a2) — C?)wz 

9), 2 = —303+2bo, +(b2—A4ac+ 16d)wy 

10) 903 = @; 

11) 90; = —bo3+(b? - ac+4d)o,+3(d(4b—a2)— C2)wy 

12) 0, = —(ac—4d)o; + (Sbd+abe—322d — 3C2)o + bid(4b—a”)— co, 
13) 02 = (b?—ac+4d)o3+ (a?d+c?— abe)o; —h(d(Ab —a —c2) wy 
14) 00, = do;—(ac—4d)w,—(d(db—a9)—c%) we 

15) 00, = (b?—ac+4d)o;, + (a?d+c?—abce)w; —b(d(4Ab—a) —c% 

16) 0? = —(ac—A4d)o;+(8bd+abe—32?d—3c%)w; +b(d(4b—a’)—c?) my 


17) 040; = 3(d(4Ab—a2) —c2)w; +((ac —4d)?+b(d(4b - a9) —C2))w, +(ac —Ad)(d(Ab—ar) —c2)wg 
18) ©? = ((ac-4d)?+4b(d(4b a?) - c?))w; -—2fac -Ad)(d(Ab - a9) —- cd)w, —3(d(Ab-aN)—c?)?wy 
Wir entnehmen aus der Tabelle, dass die Funktionen 9, @, @s, @g, @4, @; das asso- 
zürte Funktionsystem der ausgezeichneten Funktionsklasse bilden, welche wir mit V) be- 
zeichneten. Der Grad desselben ist 6 und gleich dem Grad der Resolvente, deren Wurzel 
irgendeine der Funktionen ist. 

Es bleiben uns nun noch die » Funktionen für die Funktionsklasse V. aufzustellen, 
welche wir die zyklische Klasse genannt haben. Dieselben gestalten sich in den Coeffizienten 
die wir in der allgemeinen Gleichung mit h bezeichneten, weit complizirter wie jene der 
früheren Klassen. Hieran tragen die spezifischen Hauptfunktionen wesentlich Schuld. Die- 
selben waren 

X + X + x + ix, und. XXX + XXX + XXX + XXX, 
denen wir noch die Funktion x,Xz + X3X, adjungiren mussten, um alle Funktionen der 
Klasse rational und ganz durch sie darstellen zu können. 

Wir lassen wieder die Gleichungen für die Produkte von zwei © Funktionen tabella- 


risch folgen. Es ist 
x 


1) @0 | 

2) = gtzK 

3) 2 Sr 2x, nu KoX nn X32X3 + xx 

4) W 3 KRoXg HR K RZ RER + N X 
2 = = (Kt) 


6) 0 = @; = (KıXgt RX) Kto KH RR + R4 XL) 
TA = — a0; + 2b, — (a’—4b)w; +26, — 2(b’—ac+4d)w; +(abc+8bd— 2a’d— 4c?)wy 
8) 10, — bey— (ac - Ad) —(d(Ab—a’)—c?)wy 
9Y)Amıw; = a’w; — 2(ab — Ac)ny + (a? — 4ab + Sc)a; — 2(ac — 8d)w;z 
— 2(a’c + 2be — ab’)n; + (2a?d — a’be + Lac? — 16cd)wy 
10) 82 = a0, — (a? — 2b)o; — (ab — 2e)o&; + (ab + Ad — 2ac — Da; 
+ (a?d — 4c?2 + 5abe — ade — b? — Abd)wy 
11) 40,0 — — (a? — 2b)o; + 2(ab — 2c + 2d)w; — (a? — 2ab + Ac)wz + 2(ac — Ad); 
+ 2(a2c — ab? — 2bd)», + (2b?e + a?be — 16abd + 2add — Aac? + 32cd)wy 
12) 4050, — 220; — 2(ab— Ac)w; + (a? — Aab + 8C)w; — 2(ac — 8d)w, — 2(a2c + 2be— ab?)w, 
+ (2a?d — a?be + 4ac? — 16cd)oy 
13) 40,0, — (a? — 4ab + Sc)w, + 2(2b? — a?b + Sd)o; + ala? — Aab + cm; 
— 2a(ac — 8d)w + 2(— ade + a?b? + dabe — 6a?d — 2b? — 8c2 + 8bd)w, 
+ (— 2ad — a?be + 24a?bd — 16acd — 32b2d + 8be2)wo, 


4m), 50 +5do, + 5 03 +adoy—d(a2+2b)o, +4 (6aed—be2—32d2 + 2b2d)ono 
15) 4030, = — (ab — 20); + 2b? — 4d)o; — (b(a? — 4b) + Zac); — 2(2ad — be)w, 


+ 2(abe — b? + Abd — 2); + (— 2a2bd + ab?e + Adacd — 2be?)wy 
16) 4950, = (3ac = 8d)w; 3 2beo; — ac; == 2(a2d — 4hd + C)wz 

+ 22a3d — ac? + b?e — 6abd — 2acd + 12cd + AI); 

+ (— 4ab?d + abe? — 16bd2 + Aa?d?2 + Ac2d + 2a2cd)wy 
17) 02 = (b? — ac + 4d)a;, + (ad + c? — abe)o,;, — b(didb — a9) — co, 
18)40,0;, — (ab — 4ac + 16d)w, — 2bfab — Ac)m, + bfa? — Aab + Schw; 

+ 2(2a2°d+2c?—abe)»;—2b(2be + a2c—ab’)w; + (— a’b’e—16bced+2a?bd+4abc2)w, 
19) ©, = —4alac- 84), —d(32°— 8b), + (a? — dab + 8c) m; +d(a3—Aab + Sc)m, 

+(6a’bd— 12acd—4b?d + 16d?—a!d)w, +4(2a?b?d + 16abed—8c?d—a2be?—8b?d 

+2b?c2— 32bd?+8a?d?—2a3cd)o, 

Aus dieser Tabelle ersehen wir, dass das assoziirte Funktionsystem für die zyklische 
Funktionsklasse in den Funktionen 
0, 84, W2, W3, Wu, 5; 
besteht, durch welche sich alle der Klasse angehörigen Funktionen rational, ganz und linear 
darstellen lassen. Der Grad desselben ist 6 und gleich dem Grade der Resolvente irgend- 
einer dieser Funktionen. Die spezifischen Hauptfunktionen 
(Kıt X Xu) —Re)(X3— 4) 
(XıX2 — X3X4)(Xı — X2)(X3 — 84) 

und die nicht spezifische Funktion x;xg + X3x; liefern von jenen der Tabelle ganz ver- 
schiedene Gleichungen für die sämmtlichen Produkte je zweier » Funktionen, die aber nicht 


Ben un 


einfacher in ihrem Aufbaue sind. Auf letztere werden wir bei der Transformation der 
Klassen in einander zurückkommen *). 


8.4. 


Die nächste Funktionsklasse, auf die wir unsere Untersuchungen auszudehnen haben, 
ist jene, welche die Funktionen enthält, die eine Gruppe von 3 Substitutionen zulassen. 
Wir bezeichneten sie mit der Nummer VI. 

Als spezifische Hauptfunktion haben wir die Wurzel der Diskriminante der kubischen 
Gleichung 

2? +(a + x)? +(b +ay + xx +ece+hx +aıx? +? —=0 
gefunden, der wir noch die Potenzen der Wurzel x; adjungirten, um durch sie und die 
symmetrischen Funktionen alle Funktionen der Klasse ganz und rational auszudrücken. 

Die Aufsuchung des assozürten Funktionsystems gestaltet sich hier insoferne etwas 
einfacher, weil das Quadrat der spezifischen Hauptfunktion eine in Bezug auf die Coeffi- 
zienten der obigen Gleichung symmetrische Funktion ist. Setzen wir abkürzend für diese 
Coeffizienten a,, b,, c,, wobei wir mit 

a, atx; 

b, = b+tayı +? 

4 = c+bx, tax? +x1° 
bezeichnen, so hat die Diskriminante (xg — x3)2(xg — Xy)& — X)? — — Ih? in diesen 
Coeffizienten die Form 

Is? = — 4b? — 2742 + 181,bic, + a42bi? — Aare, 
ist also in Bezug auf x, vom 6ten Grad, den wir aber mittelst der biquadratischen Glei- 
chung auf den 3ten Grad reduziren können. Nach der Reduktion habe 77? die Form 
I52 = Mx,?® + Nx? + Pxı + Q, 

wo nun M, N, P, Q ganze Funktionen von a, b, c, d sind. 

Das assoziirte Funktionsystem stellen wir in der folgenden Tabelle zusammen und 
beweisen mit Umgehung der Gleichungen für die Produkte der hier auftretenden » Funk- 
tionen, dass sich alle Funktionen dieser Klasse durch 77, die Funktion x, und die Coef- 
fizienten der biquadratischen Gleichung linear ausdrücken lassen. Das assozürte Funktion- 
system besteht in den 7 & Funktionen: 


Fun 

2 m 2 IR, 

3) —=Ih = (X — X)(X — Xu)(X3 — xy) 
Alla 2 una xj2 

Dom =; = x 

6) 8 =, = U? 

Doms =o = x; 

8) 49 = 0 = xy’Ib 


Denken wir uns irgend zwei dieser & Funktionen mit einander multiplizirt, so kann 


das Produkt nur von der Form 
x,177,% 


*) cf. 3. Th. $. 4 pag. 41. 


oder, was dasselbe ist, durch die Wurzel aus der Diskriminante der quadratischen Glei- 
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‘sein, und wir haben nun zwischen einem geraden und einem ungeraden w zu unter- 
scheiden. | 
Ist u gerade, dann ist 77,“ eine in Bezug auf die 3 Wurzeln x, 5, X; Sy 
Funktion, die in eine nach Potenzen von x; fortlaufende Summe entwickelt werden kann. 
Der Grad derselben kann aber, wie hoch er auch sein mag, bis zum dritten erniedrigt 
werden. Diese Reduktion wird natürlich erst dann vorgenommen werden, nachdem 77“ mit 
x,* multiplizirt ist. 
N Ist u ungerade, dann besteht die Potenz 77,“ aus 2 Faktoren, von denen der eine die 
symmetrische Funktion mel der andere die Funktion 77, ist. Ersterer können wir aber 
die Form 
M,xı’ + Nix” + Pıxı + Qı 
geben, wo M,, N,, P;, Q; Funktionen der Coeffizienten a, b, e d bedeuten, so dass 
I7,#x,*, nachdem x,* mittelst der biquadratischen Gleichung soweit als möglich redu- 
zirt ist, schliesslich identisch wird mit 
xIIz# = AM: Nox? + Di 4 QJN,;. 
Lässt sich nun x,77;“ für ein gerades u durch die Funktionen 
een BRRE Fe € 5 > ep 
ganz, rational und linear darstellen, so zeigt obige Gleichung, dass das Produkt x,*I7,“ für 
ein ungerades u durch die Funktionen »9, ©, @, «; ganz, rational und linear dar- 
gestellt werden kann. 
Es bilden also die Funktionen 
@0, @;, @2, 03, Wg, 5, De, 7 
das assozürte Funktionsystem der Funktionsklasse 6, und der Grad se ste 
mithin gleich dem Grad der Resolventengleichung, deren Wurzel irgend eine Funktion der 
Klasse ist. 
Das Funktionsystem der » Funktionen aus den Wurzeln einer kubischen Gleichung, 
welche die Gruppe dritter Ordnung zulassen — für dieselben giebt es nur die einzige alterne 
Gruppe 3ter Ordnung — besteht lediglich in der Wurzel der Diskriminante; sein Grad ist 
2 und gleich dem der Resolvente, deren Wurzel eine Funktion der Klasse ist. Den Beweis 
hiefür haben wir bereits im ersten Theile erbracht. 
Wir wollen uns im nächsten Paragraphen 


8% 5. 


jenen Funktionen zuwenden, welche irgend eine der Gruppen 2ter Ordnung, die wir im 
ersten Theile besprochen haben, zulassen. Dividiren wir die biquadratische Gleichung 
+ a3? + bh? + x +d=0 
durch (x — xy)(xX — X), So resultirt die quadratische Gleichung 
2+@a@+ sy +2xX+b ram +%) +22? + 2% +22 = 0 

welche nur die beiden Wurzeln x, und x, hat. Jede Funktion derselben kann wie im g g 
des ersten Theiles gezeigt worden ist, durch die dort angeführten nichtspezifischen Haupt- 
funktionen, die Coeffizienten der biquadratischen Gleichung und durch die Differenz x —x; 


chung ausgedrückt werden, weil wir x, — x; als die spezifische Hauptfunktion der Funktions- E 


klasse VII, gefunden haben. Das Quadrat von x; — x; ist aber offenbar eine in Bezug 
auf die Coeffizienten der obigen quadratischen Gleichung symmetrische Funktion; mithin 
jede Potenz der Differenz auf den ersten Grad reduzirbar. Ist nun /7# = (x3 — x,)“ eine 
gerade Potenz, dann enthält dieselbe nur die Wurzeln x; und x, weil sie durch die Coef- 
fizienten der quadratischen Gleichung ausgedrückt werden kann und die Funktion gehört 
derselben Funktionsklasse an wie die Funktion x, + 8 — X — X. 
Es ergeben sich demnach als assoziirte & Funktionen die Funktionen 
»=l; y X tu - gB— X) na =KX + Ku) 0 =UXg — XKkı) MH =90, = m}, 

durch welche sich die Funktionen der Klasse V, rational, ganz und linear darstellen lassen. 

Ist dagegen 77,“ eine ungerade Potenz, dann kann dieselbe in 2 Faktoren zerlegt 
werden, von denen der erstere eine gerade Potenz von 77, der andere die Funktion 77 
selbst ist. Jener gehört aber in dieselbe Funktionsklasse wie die Funktion x, +X—xX3—X.. 
Er kann demnach in die Form 

71 — 1,0, + vo; + hang + 150g + ioy + Dow 
gebracht werden, wo wir unter den & Funktionen das assozürte Funktionsystem der Klasse 
V,„ verstehen und die h ganze Funktionen der Coeffizienten der biquadratischen Gleichung 
bedeuten. Dieser gehört ausschliesslich der Klasse VO, an. Hieraus folgt aber, dass die 
ungerade Potenz von 77,, nämlich 773“, in die Form 

IT,“ — 1,0% + yo, + 30; Ir, + heozIZ, + 149,17, + hol; 
gebracht werden kann. Es treten also zu dem Funktionsysteme der » Funktionen, die wir 
bereits aufgestellt haben, noch die 6 weiteren & Funktionen 

4 = 1,0, = all; = ol, 0, = all;; 0 = wull;, 0, = ws; 
hinzu, die mit den & Funktionen 
0, MM, WB, WM, WM, 

das assozirte Funktionsystem der Funktionsklasse VII, bilden. Es sind im Ganzen 12 
Funktionen, mithin der Grad desselben = 12 und gleich dem Grad der Resolvente, deren 
Wurzel irgendeine der Funktionen der Klasse ist. 

Wir hätten nun noch das ässoziirte Funktionsystem für die Funktionsklasse VII, auf- 
zustellen. 

Ein besonderes spezifisches Hauptfunktionensystem haben wir für diese Klasse nicht 
angegeben, sondern uns lediglich auf die Bemerkung beschränkt, dass sich die hierherge- 
hörigen Funktionen durch die spezifischen Hauptfunktionen jener Klassen werden darstellen 
lassen, deren Funktionen die Gruppe 2ter Ordnung zulassen. Dieselben waren 

nl; = FRI—Kg— Ku; HK KIt NEN) EXIT RR (KL —Ke)R — R4). 

In dem assozürten Funktionsystem der ersten 4 » Funktionen, das der Klasse V, an- 
gehört, treten noch die Funktionen 0, und »,? hinzu. 

Es ist daher das assozürte Funktionsystem der Klasse VII, mit der Funktionreihe 

9% 9; 0m, 5, Zi, Zr =, =, Di ZW, 
940; — 0; DW = MN: 

Der Grad des Funktionsystems ist wiederum gleich jenem der Resolvente, deren Wur- 
zel eine der » Funktionen ist. Es. verdient noch erwähnt zu werden, dass in demselben 
auch die spezifischen Funktionen der zyklischen Funktionsklasse auftreten; es sind die 
Funktionen ®,@, und @30,. Dies muss auch sein, weil ja die zyklische Gruppe, welche diese 
Funktionen zulassen, die hier in Betracht kommende Gruppe zweiter Ordnung mitenthält. 
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Wir verlassen die Funktionsklasse VII mit der Bemerkung, dass wegen des hohen 
Grades der Resolvente die Funktionen dieser Klasse nur wenig zur Auflösung einer biqua- 
dratischen Gleichung geeignet sind, wenn erstere nicht einen Affekt haben. Wenn das asso- 
zirte Funktionsystem auch schon derart gewählt ist, dass der Grad der Resolvente ernie- 
drigt werden kann, so ist derselbe immer noch hoch und die Resolvente in ihrem Aufbaue 
ziemlich Komplizirt. 

Mit Uebergehung der Funktionsklasse VIII, welche nur Funktionen, die Gruppen von 
Substitution zulassen, enthält, und für welche die Galois’sche Resolvente hinreichend be- 
kannt ist, schliessen wir unsere Untersuchungen in diesem Theile mit einem kurzen Rück- 
blicke und einer Zusammenstellung der assozürten Funktionsysteme aller Funktionsklassen. 

Es ist auffallend, dass der Grad aller assoziirten Funktionsysteme nach unserer Zu- 
sammenstellung genau dem Grade der Resolvente für die betreffenden Funktionen gleich ist. 
Letzteren erhalten wir bekanntlich, wenn wir die Gruppenordnung in der Zahl der über- 
haupt möglichen Substitutionen dividiren. Wir fanden weiter, dass wir für die Funktionen 
der Klasse II, VI, VII, die Wurzel der Diskriminante einer biquadratischen, kubischen und 
quadratischen Gleichung adjungiren mussten, um die ihnen zugehörigen Funktionen durch 
die Coeffizienten der Gleichung und das assoziürte Funktionsystem linear auszudrücken. 
Wir haben damit einen Zusammenhang mit der Galois’schen Theorie nachgewiesen, der 


zwischen dieser und unsern Untersuchungen besteht, und wie vorauszusehen, auch bestehen 
musste. 


Assozirte Funktionsysteme. 


Funk: ti 00nscKalig asrein: 


} | V 
I II 1001 IV v Vn c 
a ausgezeichnete. zykliche. 
| 
o=lao=1oo=1 ol |w=1 oa—1 1 
sg 91 —=X1Xg - Xakı |9, =X;, |, —=X+Xa+X3+X4 9, —=XıXg + XaX4 0, —XıXg +X3X4 
| (Rt X3K)2] 9 X! =XKt KK (KH Ko)(K—R) | KR; HRgER + RR FIX, 

” | W=X4° 3 —=XXg + Xg3Xy =? 3 —XU XIX + Kg2Xy X + KK X + XXX 
| YH=0,05 9 =@W9 =? 
| =? 9, =04’0 —=0,W 


(x— ex) (x Sud ex)(EX— x) (IX—Ix)(*x— IX)(ExX > 


Keımek 11 0.ns82=RK 1 a8 Ss e.n. 


Vu 
VI TR | VII, FF] vol 

o=1 o=|1 wel ol 
yzıı y=uytRn—- 8 -u Eu Ho u — RK |; = Nlxzixfx? 
0 — (Kg — Xz)Xg — Xy)(X — X) @ = XRa + Kl » —xXX + KB 1=1,9:3 
0 — X? 0 = KXy — XyX ag — KR — XXı ee) RN 
0 = 0% 0% = W403 4 = (Kk — K)X — X) »—0(,1 
0, = ya o, = 0? 0, = WW, Die Grösse C reprä- 
o% = 004 = —x 0% = 0? sentirt einen variabeln 
9 = 00% 0 = 0106 0 — 904 Faktor. 

0 = 00% 0 = 060 

9 = 030% o = 030% 

Yo 040g 99 040; 

9 @;0g O4 ZZ 040g 


Ill. Theil. 


Resolventen, Relationen, Diskriminanten. 


Die vorhergehenden Untersuchungen haben uns gelehrt, dass wir von nun ab im 
Stande sind, mittelst der Coeffizienten der biquadratischen Gleichung und den assozürten 
Funktionsystemen sämmtliche ganzen, rationalen Funktionen der vier Wurzeln ganz, rational 
und linear darzustellen und wir begnügten uns mit dem Nachweise für die Produkte von je 
zwei & Funktionen. Jede der »& Funktionen können wir zur Wurzel einer Gleichung 
machen, deren Grad gleich der Zahl der Funktionswerthe ist, und deren Coeffizienten mit 
jenen der biquadratischen Gleichungen in innigem Zusammenhange stehen. Sind die Funk- 
tionswerthe V;, Va, V3 ... Vn, so ist diese Gleichung bekanntlich gegeben durch 


(V—-V,)V—V5) ... (V-Va) = 0 und heisst die Resolvente. 
Ist ihr Grad = n, so kann dieselbe als Rekursionsgleichung für die nte Potenz einer 
Wurzeln aufgefasst werden, um diese durch sämmtliche niederen Potenzen auszudrücken. 


Von dieser Art der Herleitung sehen wir ab, sondern suchen mit Benutzung der asso- 
ziirten Funktionsysteme eine Methode zu Resolventenbildungen aufzustellen, welche weit 
allceemeiner wie die vorige ist und sich den zahlentheoretischen Untersuchungen Dirichlets 
anschliesst. 

Sei » eine beliebige Funktion eines assoziirten Funktionensystems, so lässt sich jedes 
der n Produkte 

OO, DO, -.. Bon 


entweder mittel- oder unmittelbar auf die Form 
by + yon + +... + Du 


bringen. 
Aus den so erhaltenen Gleichungen 
[WIOT) == h,Oaog + h, Oo; ET ve ne on —_ı 
1 
1) oo, = ho + ho +...+ IN, 0,4 
7 —1 il 
RR ee ho, 08 
folgt aber durch Elimination der n Funktionen 
NE LET RBER PA BIER. 


die Gleichung 


a 


1,0 — o, h,®, Kahn, 
ho®, h; 1) — @, h,®) lege hir 
I a 
—1 —1 = = 
De De eh 


Entwickeln wir diese Determinante nach Potenzen von © und multipliziren mit (—1)R, 

so nimmt die Gleichung die Form an 

aa+ lea + nm +. + led... +0, 
wo unter C; die Summe aller Unterdeterminanten iter Ordnung zu verstehen ist, deren An- 
fangsglieder nur Elemente der Diagonalreihe enthalten. Offenbar müssen die Coeffizienten 
C ebenso wie die Coeffizienten h, aus denen sie zusammengesetzt sind, ganze und rationale 
Funktionen sein. 

Die Gleichung I ist die Resolvente der Funktion &. Wir erhalten demnach die Re- 
solventen sämmtlicher & Funktionen, wenn wir in der Gleichung I an Stelle von » nach 
und nach die sämmtlichen & Funktionen, die ein assozürtes System bilden, substituiren. 
Wir werden jedoch nur die einfachsten Resolventen aufstellen. 

Gleichzeitig dient uns aber das Gleichungsystem 1 noch zu einer anderen Betrach- 
tung, die wir in einem späteren Paragraphen weiter ausführen und hier nur historisch er- 
wähnen wollen: sie betrifft die Transformation der Klassen in einander. 

Bezeichnen wir nun Mit @n, &n-ı, &n-2 . . . @g die Unterdeterminanten erster Ord- 
nung obiger Determinante und nehmen wir an, dass dieselben nicht verschwinden, so be- 
steht weiter die Proportion 

WR—II mai nr. re En 12.0 2... VEn-3 dr 

Diese fortlaufende Proportion enthält lauter Funktionen, die in Bezug auf die » Funk- 
tion bis zum Grade n—1 ansteigen. Da nun & = 1 ist, so ergiebt sich für irgendeine 
o Funktion der linken Seite der Proportion die Transformationsgleichung 

& 

0 = on 
Haben wir demnach für die & Funktion, von welcher der Quotient u abhängig ist, die 
Resolvente aufgestellt, so ist damit auch jene bekannt, welche »; zur Wurzel hat, und um- 


gekehrt können wir aus der Resolvente von o; jene berechnen, welche in nn enthalten ist. 


Wir wollen nun nach dieser Methode einige Resolventen aufstellen. 


8. 1.%) 


Wir beginnen mit der Klasse III mit Uebergehung der Klasse I und II, für welch’ 
letztere die Resolvente allemal die Form einer rein oder gemischt quadratischen Glei- 
chung hat. 

Das assoziirte Funktionsystem haben wir durch die Funktionen gegeben 

ah oa = u Fax le 0 


CLULITh-Sdrpage li 


g P 


Die Resolvente von », ist bereits entwickelt worden. 
(I) 00 = 03 = bw; — (ac — Ad); — (d(4b — ad) — cm. 

Die Resolvente von &, bestimmen wir aus den Gleichungen 
(b? — ac +4d — 0)o; + (a?d + c? — abe)o; — bid(db — a?) — co, = 0 

— bo, + (ac — 4d + 9)00; + (db — 22) — do, = 0 

[DP) — 090, = 0 We 
Durch Elimination von o;, @,, og folgt: 
b? — ac+4d — o, a2dd+c2— abe, — b(d(4b — ad) — c?) 


(II) - b ‚ ac — 4d + ws, d(4b — a?) — 2 =) 
ıl ; 0 { — 09 
Als Relationen erhalten wir: | 
9:09:00 = — wlac — Ad +) : — (bo; — d(4db — ad) +c?) : — (ac—Ad-+ mn). 
822. ;; 


Weit einfacher als auf unserm Wege lassen sich die Resolventen, deren Wurzeln das 
assoziirte Funktionsystem der Funktionsklasse IV bilden, ermitteln. Dieselben finden sich 
in mehreren Lehrbüchern, von denen ich nur „Matthiessens Grundzüge der modernen 
etc. Algebra erwähne, wo sie pag. 54 im $. 24 u. $. 25 entwickelt sind. 

Wir führen dieselben nichtsdestoweniger zur Veranschaulichung unserer Theorie hier 
nochmals an. 

Die Resolvente mit der Wurzel x, ist 

I x: + a8 +? +tx+d=0. 

Jene mit der Wurzel x,? und x,3 erhalten wir aus den beiden Gleichungsystemen 

durch Elimination von @g, @ı, @y, @g 


1) (2 — b — m)o; + (ab — ce) + (ac — do, + ado, = 0 
aa; + (b + o)o, + Hr + den = 0 
— @3 + [DIOR =) 
— + + 9, = ? AN: 
2) (—a?+2ab —c - w)a; +{—a?b+b?+ac—A)waz+(—a?c+bce+ad)o»;+(bd— ad), = 0 
(2?—b)o; + (ab—c—@;)@a+ (ac—d)o, + adoy = 0 
a0; + bo;+ (c+o:)o, + do, = 0 
W3+ — 0350, = 0 
a —b—-o, ab—c, ac —d, ad 
II a ‚b+ os, C de ya 0 
Resolvente von x}? nee \ On 0 
0 ’ Et 9 0 „ 08 
(—a?+2ab - c—o3), —a®b+b?+ac—d, —a?c+bce-+ad, bd-a2d 
II a®—b ab—c—o; , ac-d .,.,ad RR EN 
Resolvente von xy3 a 3 b » c+az DE = | 
1 D) 0 ’ 0 ’ = 


Beide Determinanten können sehr einfach ausgerechnet werden, weil sie einer bedeu- 
tenden Reduktion fähig sind. 


N 


Die Relationen, welche aus dem ersten Gleichungsystem folgen, sind sehr einfach und 
kaum erwähnenswerth; sie $ind die Verhältnisse der Potenzen 
az a IR 1 
Die Determinante liefert für dieselben Verhältnisse 
23:9: = la + ba + I: — may +): +bny+d:— (ai, + c). 


Sen 
Entsprechend den drei assozürten Funktionsystemen der Funktionsklasse V erhalten 
wir auch drei verschiedene Resolventenarten, welche wir zunächst entwickeln wollen. Da- 
bei werden wir uns bei der Aufstelluug der Resolventen auf die einfachsten Funktionen 
beschränken und die aus ihnen entspringenden Relationen aufstellen. 


a) Wir beginnen mit der Funktionsklasse V, und bilden das Eliminationsprodukt der 
Funktionen o;, @4, ®3, @s, @, @, aus den Gleichungen 


1) A095, — a’, —(a?°—4ab+8h)w; +2(ac—8d)w, U 
2) Au; wog. + (22—4bo, | 
3) + 0,03 + RKOP) _ 260, =O 
4) [Ay — 0,09 ze) 
5) Ang— 0 . a, +(a?- 4b)oy = 0 
6) E= M— 200, = 0 


welches die Resolvente liefert 
day — a? — (a? — 4ab + 8c) O0 2(ac — 8d) 0 | 


4 — ) a? — 4b ) 0 
(ed Ü 4 — 0, (a? — 4b) 
Ver 0 0 1 - 0 


Für die Verhältnisse der a Funktionen aus den obigen Gleichungen folgt die fort- 
laufende Proportion, durch welche Funktionen der Klasse V, in solche der Klasse III trans- 
formirt werden können. 

9:94:95: 19% WW; — ww, ?—a?+4b)? : Anı?(w,?- a? +4b): 4d—aw,2+a3—Aab+8c) 
: 40,(0,2—a?+4b) : 160? : +16@, 

Die Resolvente für die Funktion & = XXa — X3X,; Wollen wir für diese Funktions- 
klasse noch ableiten, wiewohl sie auch erhalten werden kann aus 
— aa? + a3 — 4ab + Sc 
air 4a Pe, 
wenn wir », durch @; ausdrücken. 

Sie ergiebt sich durch Elimination aller & Funktionen aus den Gleichungen 


1) 4030, + (ab—2c)o, + (b(a?—4b)+2c)wz +2(22d—- be); el) 
2) amt 950% — 200, me 0, 
3) — 4 9. 03 +4do, = 0 
4) a0, + (a?—4b)w3+ Anz, — 2 ne, 
5) ag + 930, — 26a, — 0 


6) 3 — 3,09, — 0 


als die Determinante 


40; (ab — 2c) b(a?— 4b) + 2c 2(2ad — be) 
a w3 0) — 26 0 0) 
DE Ip ıou.a ar dh din, 6 Sl 
0 0 0) a [DR — 2% 
N) 0 1 0 0 ee 


b) Wir gehen zur Herleitung der Resolvente einer Funktion der ausgezeichneten 
Gruppen über und beschränken uns auf jene, deren Wurzel die spezifische Hauptfunktion 
der Funktionsklasse V} ist. 

Des Verfahrens, das wir bei den vorangehenden Ableitungen von Resolventen 
angewendet haben, bedienen wir uns auch hier wieder. Wir eliminiren aus den Glei- 
chungen: 


1) 020; + (ac—4d)oz + (d(32?— 8b) - c(ab—3c))o, —h(d(4b- a9) —c2)og = 0 
2) +0904+ bo; — (b? — act4d)y — 3(dAb— ad) —c2)o, = 0 
3) 0% — 09@3 ze) 
4) _ 30 — og . + 2b», + (b?—4ac+16d)o, = 0 
5) Dy — 0 u) 
6) [DP) or 0, = 0 


die » Funktionen @,, @;, @s, @, @, und erhalten die Resolvente 
o 0 ac-4d 0 d(3a?- Sb) - c(ab--3c) —b(d(4b—a)—c?) 


0 b 0 — (b?- ac+4d —3(d(4b—a?)—- 2) 

10 a 0 0 0 2 
W 00.3 —m 2b b?—4ac+16d zn 

0) Ö 1) 1 Ö 3 93 


Als fortlaufende Proportion folgern wir aus den Gleichungen: 


= 0(03*— (2b? — 5ac+20d)wa?+ b*— 5ab?e — Ab?d + 4a2c2—32acd+6a?bd 
+6bc?+64d?) 
: — ©(bo22— b(b?—4ac— 5d))— I(a?d-+ c2)) 
: (05 — (2b? — 5ac + 204)wz? + b* — 5ab?e — 4b?d+4a?c? — 32acd + 6atbd 
95:04:03:09:04 :@g +6be?+64d2) 
: 0(3052— (b?—3'ac — 4d)) 
:— (bog? b(b2—4ac- 5d))—a?d-+ c2)) 
: 3092—(b2—3(ac — 4d)). 

Es ist einleuchtend, dass auch diese Relationen die ausgezeichneten Funktionen ın jene 
der Klasse IH transformiren. 

c) Wir gehen zur Aufstellung der Resolvente irgend einer der zyklischen Funktionen 
über. Hiezu wählen wir die einfachste Funktion, nämlich &, für welche sich die Resol- 
vente aus dem folgenden Gleichungsystem bestimmt: 

siehe dieses Seite 42 und 43 oben. 


* 


BR 


Die Relationen, die sich durch die fortlaufende Proportion ergeben, entwickeln wir 
ihrer Komplizirtheit halber nicht, sondern bedienen uns später anderer Transformations- 
gleichungen. 

Wir wollen noch erwähnen, dass die Resolventen der zyklischen und überhaupt aller 
übrigen Funktionen eine bedeutende Reduktion erfahren, wenn wir die biquadratische Glei- 
chung dahin transformiren, dass der Coeffizient von x? verschwindet. Zugleich scheint mir 
durch diese Bemerkung die Frage ventilirt, wie sich die Resultate unserer sämmtlichen 
Untersuchungen, welche wir in diesen beiden ersten Theilen dieser Note zusammengestellt 
haben, verändern, wenn wir auf die ursprüngliche Gleichung 

xt + ax + bh? +cx+d 
die Tschirnhausen’sche Transformation anwenden und an der transformirten Gleichung 
dieselben Betrachtungen anstellen. 

Wir beschliessen mit den Resolventen der zyklischen Funktion die Aufstellung ana- 
loger Gleichungen für die übrigen Funktionsklassen; denn die Resolventen, deren Wurzel 
eine Funktion ist, die eine Gruppe von 3 Substitutionen oder nur eine solche von 2 Sub- 
stitutionen zulässt, werden von der 8ten bezw. von der 12. Ordnung. Dieser können wir 
uns aber zur Auflösung einer biquadratischen Gleichung nur dann bedienen, wenn wir an 
sie Bedingungen knüpfen, die für die Wurzeln einer allgemeinen Gleichung von demselben 
Grad nicht gemacht werden dürfen, d. h. die Resolventengleichungen müssen einen Affekt 
haben. 

Am wichtigsten für die Auflösung einer biquadratischen Gleichung sind die Funktions- 
klassen III und V, weil die Resolventen, deren Wurzeln Funktionen dieser Klassen sind, 
entweder bis zum 3ten oder 6ten Grade ansteigen. Im ersten Falle können dieselben 
immer durch Wurzelausziehen gelöst werden, im zweiten Falle lässt sich ein grosser Theil 
dieser Resolventenart auf eine kubische oder gar quadratische Gleichung reduziren. Wir 
schenkten daher den genannten beiden Klassen unser besonderes Interesse. 

Es bleibt uns nun noch eine Frage, die wir in dem nächsten Paragraphen beant- 
worten wollen. 


$.4. 


Dieselbe betrifft die Aufstellung von Transformationen der Funktionen verschiedener 
Klassen in einander. Hiebei werden wir uns auf die im vorigen Paragraphen gewonnenen 
Resultate stützen und nur jene Transformationsgleichungen erwähnen, welche sich aus den 
spezifischen Hauptfunktionen und den assozürten Funktionsystemen bilden lassen und durch 
besondere Einfachheit auszeichnen. 

1) Das meiste Interesse haben jene Transformationen, welche Funktionen der übrigen 
Klassen in die der Funktionsklasse III angehörigen Funktionen überführen, weil letztere 
Resolventen liefern, welche nur bis zum dritten Grade ansteigen und sich zur Auflösung der 
biquadratischen Gleichungen ganz besonders vortheilhaft erweisen. 

Wir wollen nun die zum grössten Theile bekannten Transformationen jener Funk- 
tionen, welche Gruppen von 2, 4, 8 Substitutionen zulassen, aufstellen und zunächst mit den 
Funktionen der Klasse VII beginnen. 

Die spezifische Hauptfunktion der Klassenabtheilung VIL, wurde gefunden als: 

II; = x X 
6 


ar 


(— 4, + a3 — 4ab + Sc); + 2(2b? — a?b + 8d)w, + ala? — dab + Sc)nz — 2a(ac — 8d)wz 
220, — (2ab— Sc + An)u; + (a? — dab + Sc)n; — (ac — 8d)wz 
— (a2 — 2b)o, + 2(ab-—- 2c + 2d)w; — (a? - Zab+4c+4w,)n; + 2(ac — Ad)wg 


am, — (a2— 2b)o, — (ab -2c+,)@g 
[OP 
@; 
Das Eliminationsprodukt aus diesen Gleichungen führt zu der Determinante 
a3 — 4ab + Sc — Aw 2(2b? + 8d — a?b) ala? — 4ab + Sc — 2a(ac — 8d 
a2 — (2ab — Sc+4n,) a? — Aab + Sc — 2(ac — 8d) 
— (a2 —.2b) 2(ab — 26 +2d) —(a? — 2ab+4c+4ng 2(ac — 4d) 
Ü) 2 a2 — 2h 0) ab 9m) 
1 ) 0 ) 
0 0 0) 1 


und erwähnt, dass die Funktion 77, die Wurzel der Diskriminante der quadratischen Glei- 
chung ist 
2 +a + +x)x +tb+raıı +) + X? + +92 = 0 
Das Quadrat von 7, ist eine in Bezug auf die Coeffizienten dieser Gleichung symme- 
trische Funktion, welche noch dazu der Funktionsklasse V, angehört und mittelst der Coef- 
fizienten der Gleichungen des spezifischen Hauptfunktionsystems ganz und rational darge- 
stellt werden kann. Indem wir 72? = (x3 — x,)? als Funktion von 
u su tu - 8-8 = —- x und = X + X 
ausdrücken, dient uns die Gleichung 
HH VN; 
als Transformationsgleichung der Funktionsklasse VlI, in die Funktionsklasse V,, wobei 
wir unter N, eine Funktion von U, Us, U; zu verstehen haben. 
Bezüglich der Funktionen der Klasse VII, ist hier nichts Besonderes zu erwähnen, 
da wir für sie kein spezifisches Hauptfunktionsystem aufgestellt haben. 
Wir wenden uns zu den Transformationen der Funktionsklasse V. Dieselbe haben 
wir in 3 Unterabtheilungen getheilt und als spezifische Hauptfunktionen für 
die erste Abtheilung V, die Funktionen x, +Xg—X3—x; und YXg—X3—Xy 
„ Zweite 5 Vp „ Funktion (x, —X2)(X3—Xı) 
„ dritte n Ve „ Funktionen x,?x3+xXa?x, +X3?x9+X,?xı und 
Ku?RoXg HXEPX KH Ra RoRı + XXX 
angegeben. Jeder derselben gehörte die für sie nichtspezifische Hauptfunktion x,xe + X3& 
zu, welche für die Klasse III spezifisch war. Wir dürfen demnach die Transformation der 
Klassen V und III als vollzogen ansehen, wenn wir jede der spezifischen Hauptfunktionen 
als Funktion von x4Xg + X3x, ausgedrückt haben. Von einer rationalen und ganzen Dar- 
stellung werden wir im allgemeinen absehen müssen. 
Die hierhergehörigen Transformationsgleichungen haben wir aber theilweise schon bei 
der Aufstellung der assoziirten Funktionsysteme im zweiten und der Herleitung von Rela- 
tionen in diesem Theile der Note gegeben und wir dürfen uns hier auf die Ableitungen 


++ | 


A 


+ 2(—a°c+ a2?b?+4abe—6a2?d—2b3--8c2+8bd)o, + (—2ad— adbe +24a?bd— 16acd — 32b?d+8be?)o, = 0 
2(a’c+2bc—ab’)w; + (2a3d—a?be+4ac?—16cd)oyg = 0 
2(a?c—ab?—2bd)o;, + (2b?’e+a’be—16abd+2a3d—4ac?+ 32cd)oy = 0 
(a2b+4d—2ac—b?)o, + (a2d—406? +5abce—a3c—b?’—4Abd)oyg = 0 
».0 + lt, 
Be 0.0 = 0 

2(— adc + a’b? + dabe — 622d— 2b? — 8c? + 8bd) (— 2atd— abe + 24a?’bd — 16acd — 32b2d + 8be?) 

— 2(a2c + 2be— ab?) (2add — a?be + 4ac? — 10cd 
2(a2c — ab? — 2bd) 2b’c +a?be — 16abd + 3a3d— 4ac? + 32cd 
a2b + 4d—2ac — b2 224 —4c2 + Babe—adc—b3—4bd = 
- @ 0 
0 = 


derselben berufen. Der Uebersichtlichkeit halber wollen wir die einfachsten nochmals 
rekapituliren. 
Die Funktionsklasse V, wird in die Klasse III transformirt durch 
) (X + 3x2 — SB — x) = a? — 4b + 4XıXg + XgXy) 
(X1Xg — X3X4)2 = (KXXa + X3X,)? — Ad und 
2) durch alle Gleichungen, welche im 8. 3 des II. Th. entwickelt worden sind und die 
Eigenschaft haben, Produkte zweier » Funktionen des assoziirten Systems durch die 
Funktion x;xe + X3x; oder deren (Quadrat darzustellen und endlich 
3) durch die Relationen, welche für die spezifischen Hauptfunktionen dieser Klasse ab- 
geleitet wurden. 
Die Funktionsklasse V}), wird in die Klasse III transformirt 
1) durch die Gleichung 
(Kı — X) (X — Ku)? = — IXıXg + X3X4)? + 2b(X X + Xu) + b? — Aac + 16d 
2) durch die Gleichungen für die Produkte zweier »& Funktionen, welche sich direkt 
durch x;x; + x3x; und das Quadrat der Funktion ausdrücken lassen, endlich 
3) durch die aufgestellten Relationen. ’ 


Transformationen der zyklischen Funktionsklasse in die Klasse III ergaben sich bisher 
noch nicht, weil sie dort, wo sie auftraten, wegen ihrer Komplizirtheit in den Coeffizienten 
nicht entwickelt worden sind. Statt solche aus den spezifischen Hauptfunktionen abzuleiten, 
wählen wir jene Transformationen, die wir mittelst der Funktionen 


f 4 
ax 'X _ au = (u + % — x)& — %)(X3 — X;) 
Vx2xgX; — IR = (XıXg — X)X — Ko) — Xu) 


erhalten. 
Durch Quadrirung dieser Funktionen resultiren neue, welche, wie sofort ersichtlich 
ist, der Funktionsklasse III angehören. Es ist 


Sn tıı 


D(KtX2 X - U) - Ray a)? - (KXa+XgX4)2(3a? - Sb)+2b(X,Xo+x3X,)(b(a2-2b)—2(ac-4d)) 
+a?b? - 4Aa3c+4a?d - 4b°+ 16abe— 16bd—12c2 

2) (KıXa — RR) (HR JR 84)? = —(KıXa +R3X4)?(aC — 160)+ (X Xg +X3X,)(abe + 3(a2d — c2)) 
— a?bd — be? + 16acd — 64d? 

Die aus diesen Funktionen gebildeten Resolventen geben zu Relationen Anlass, wie sie 
in diesem Theile für andere Funktionen der Klasse V gebildet wurden. 

Da nun sämmtliche Funktionen der Klasse V in Funktionen der Klasse III, die Funk- 
tionen der Klasse VII, in Funktionen der Klasse V, transformirt werden können, so ist 
einleuchtend, dass auch in den Transformationsgieichungen die Ueberführung der Klasse 
VI, in die Klasse HI mitenthalten ist. 

Hinsichtlich der Transformationen der Abtheilungen der Klasse V in einander ist nun 
nichts Besonderes hinzuzufügen: 

Die Funktion x4Xg + X3X,; vermittelt dieselbe dadurch, dass wir irgend eine spezi- 
fische Funktion einer Abtheilung durch sie ausdrücken und in die aufgestellten Transfor- 
mationsgleichungen substituiren. So transformiren z. B. die beiden Gleichungen 

(X + — xy —X)? —= a2 — 4b + AXX2 + Xy3Xy) und 
(X — X) (X — X) = —3(XXg + XgX4)? + 2b(XıX2 + X3X,) + b?’— 4ac + 16d 
die Klassen V, und V]) in einander, während die Klasse V, mittelst der Gleichungen 
(tx — = a2 — 4b + AXXg + Xz3xXı) und 
b(x4 — X2)2(X3 — Xı)? — b(b? — Aac + 16d) + Y(d(Ab — a2) — c2) 
3X — Xo)Xg — Xu)? — b? + 3lac — Ad) 
in die Klasse V}, übergeführt werden kann. 

Wir begnügen uns mit diesen Untersuchungen, die nur die Möglichkeit der Trans- 
formation der Funktionen, die Gruppen von 2, 4, 8 Substitutionen zulassen, beweisen sollten 
und wenden uns zur Transformation von Funktionen, die durch Gruppen 3., 6., 12. und 24ter 
Ordnung nicht verändert werden. 


X1X + Kal, = 


2) Die Funktionen der Klasse II können durch die Coeffizienten der Gleichung und 
die Wurzel der Diskriminante rational und ganz dargestellt werden. Wir bezeichneten die 
spezifische Hauptfunktion dieser Klasse mit 77. Da nun 7/7? eine symmetrische Funktion 
und etwa —= N, ist, so lässt sich jede Funktion der Klasse II in die Form 
bringen, ist somit nur durch die Coeffizienten der Gleichung ausgedrückt. 

Die spezifische Hauptfunktion für die Klasse VI ergab sich als die Diskriminante der 
kubischen Gleichung 

2+a+n)®+(b+axun ty) tet ta? + u’ = 
Wir bezeichneten dieselbe mit 7, = (x, — X)(Xg — Xu)X3 — Xy). 
Diese Funktion hängt mit 7Z, in der Weise zusammen, dass 
I, = & — RR) — %)&Kı — u) 
ist. 17, sowohl wie 77, können nie Null werden, da die Gleichheit zweier Wurzeln von 
vorneherein ausgeschlossen ist. Berücksichtigen wir zunächst, dass /732 eine in Bezug auf 
die Coeffizienten der obigen Gleichung symmetrische Funktion und demnach von x; und den 
Coetfizienten der biquadratischen Gleichung allein abhängig ist, so kann die Gleichung 


I A 


Is—WN,, 
wo wir unter N, eine Funktion von x; verstehen, als Transformationsgleichung der Funk- 
tionsklasse VI in die Funktionsklasse IV angesehen werden. Da aber weiter noch zwischen 
IT, und 77, die obige Beziehung besteht, welche auch in die Form 
IL = (4x1? + 3axı? + 2bx, + OVN, 
gebracht werden kann, so ist evident, dass auch die Funktionsklasse II hiedurch in die 
Klasse IV transformirt worden ist. 

Indem wir für 77, seinen Werth in den Coeffizienten der biquadratischen Gleichung 

substituiren 
I, —VN, 

ist die Reihe der Transformationen vervollständigt, welche die Klassen 
LIE INN] 

in einander überführen. 

3) Endlich wollen wir noch eine Transformation erwähnen, durch welche wir die unter 
1 und 2 dieses Paragraphen aufgezählten Klassen in einander überführen. 

Bei der Einschlagung der Methode lassen wir uns von einer ganz allgemeinen Be- 
trachtung leiten. Wir denken uns eine Funktion, welche eine Gruppe höherer Ordnung 
zulässt, und in welcher noch Gruppen niederer Ordnung enthalten sind. Indem wir die 
letztere über die Funktion ausdehnen, wird dieselbe in mehrere Theilfunktionen zerfallen, 
die sämmtlich die Gruppe niederer Ordnung zulassen müssen, und die alle durch das spe- 
zifische Hauptfunktionensystem der dieser Gruppe zugehörigen Funktionen dargestellt wer- 
den können. Haben wir demnach zwei Funktionen von verschiedenen Klassen, so suchen 
wir die beiden gemeinschaftliche Gruppe. Die dieser zugehörigen Funktionen bilden eine 
Klasse, von der das spezifische Hauptfunktionsystem aufgestellt werden muss, das für bi- 
quadratische Gleichungen nunmehr in allen Fällen, wo ganze und rationale Funktionen vor- 
kommen, bekannt ist. So z. B. lässt sich die Funktion 77, in zwei Faktoren zerlegen, von 
denen jeder eine ausgezeichnete Funktion bildet. Dieselben sind 


Kı — X — X) und (y — X) — K)(X2 — 3X — X). 

Der zweite Faktor kann durch x4xg + x3X, und (X — Xa)(Xg — X,) ganz und ra- 
tional dargestellt werden; mithin ist auch die Ueberführung von 77, in eine ausgezeichnete 
Funktion ermöglicht und die Gleichung 

I, = f(x — X)X — Xy)) 
ist offenbar eine Transformationsgleichung der Klassen II und Vy. 

Wir schliessen mit dieser Betrachtung die Theorie der Transformationen, weil wir den 
Weg angegeben zu haben glauben, auf welchem derartige Untersuchungen erschöpfend und 
auf einer breiteren Basis behandelt werden können. Unser Zweck bestand lediglich in der 


Eröffnung eines weiteren Gesichtspunktes, nach welchem unsere gegebene Theorie der bi- 
quadratischen Gleichungen weiter ausgewerthet werden kann. 


Be 


8. 5. 


Wir fügen diesem Theile noch eine kleine Betrachtung über die Veränderung 
der Diskriminanten jener Resolventen an, welche wir in $$. 1—3 Seite 38—42 entwickelt 
haben. 

Nachdem wir die Transformation der einzelnen Funktionsklassen in einander nachge- 
wiesen-haben, erscheint es von Interesse zu erfahren, welche Faktoren zur Diskriminante 
jener Resolventengleichung hinzutreten, die wir als die bei weitem wichtigste erkannt haben. 
Es ist die Resolvente 

uw? — by? + (ac — Alu + db - )— =, 
welche die Funktionen 
vn + Ro Weg Ho und WweXNK + XoX 
zu Wurzeln hat. 

Denken wir uns irgend eine Funktion als Wurzel einer Resolvente, so wird der Grad 
der letzteren gleich der Zahl der wirklich verschiedenen Funktionswerthe einer Wurzel 
sein, welche sich ergiebt, wenn wir die vollständige Gruppe über sie ausdehnen. Diese 
Funktion wird einer bestimmten Klasse angehören, die durch ihre spezifischen und nieht- 
spezifischen Funktionen charakterisirt ist. Es ist nun erlaubt, sich jene Funktion durch 
irgend eine der spezifischen Hauptfunktionen und die Coeffizienten der Gleichung ausge- 
drückt zu denken. Die Art, wie dies erreicht werden kann, haben wir in den vorangehenden 
Paragraphen mitgetheilt. Ist nun die beliebige Funktion u, und u; eine der spezifischen 
Hauptfunktionen der Klasse, welcher u zugehört, dann können wir aus der Resolvente von 
u; jene von u ableiten und demnach die Veränderung der Diskriminante erfahren, welche 
nur von der Transformation der beiden Resolventen in einander herrührt. 


Die Diskriminanten stellen wir in der Form der quadratischen Wurzeldifierenzen auf, 
in welcher sie sich für uns am besten eignen, da die Wurzeln der Resolventen den ver- 
schiedenen Funktionswerthen einer Wurzel entsprechen. Wir wollen festsetzen, dass die 
Diskriminante der biquadratischen Gleichung mit D bezeichnet werde und wesentlicher 
Faktor heisse, während jeder zu D hinzugetretener Faktor der ausserwesentliche ge- 
nannt werden soll. 

Die Diskriminante der biquadratischen Gleichung 

x + ax’ uhr cn + de 
ist 
D.—= & 723) 847,23), 0) Rd 20 
welche durch die Coeffizienten ausgedrückt die Form der Determinante hat. 


In aH8C. Cd 0r8 
Drearrb cd 
a 
133 2brrc. 0.000 
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Bi). 


Die Form der Diskriminante D lässt uns sofort erkennen, dass sie mit jener der Re- 
solvente, deren Wurzeln die Funktionen x,Xg + X3X, XıX3 + XaXy, XıXy + XoXz Sind, 
gleichlautend ist, wesshalb wir sie auch zu Grunde gelegt haben. 

Wir wollen nun die Diskriminanten jener Resolventen aufstellen, ode wir in den 


88. 1—3 d. Th. in Determinantenform entwickelt haben. Es sind die Resolventen, deren 
Wurzeln die spezifischen Hauptfunktionen sind: 


Hr Bier 
KX2 — X 
(X1 — X2)(X3 — X4) 
X + RX + Xz’Xg + 21 
Die Transformation, mittelst welcher x, + x — x3 — x, als Funktion von x/Xg + XaXy 
ausgedrückt wird, ist durch die Gleichung gegeben 
Kı + 8% — 8 — X) = ad — Ab + 4m + X;X,) 
Die Resolvente der Funktion xy + X — xX3 — x, hat zur Diskriminante 
DD +9 - S - HP FT -_ u - 2 Fu — on — %) 
— — 2390D%a3 — 4ab + 8c)? 
Der ausserwesentliche Faktor derselben ist sonach 
— 230D(a3 — 4ab + 8c)? 
Zur Diskriminante .der Resolvente von x/Xg — xyx,; übergehend finden wir für dieselbe: 
2°DAx; + Ro) + RB) + KR + RB) + U) + x4)% 
x (KıXa — NK) (KıXz — XgKy)?(KX4 — XoXz)? 
— 2D“a?d — abe + Ma?d — 2%. 
Der ausserwesentliche Faktor ist sonach: 
26D(a?2d — abe + )Ha?d — c9)2, 
der lediglich eine Folge der Transformation 
(XıX2 — X)? = (KıXg + X3%,)? — Ad 
ist. 
Wir wenden uns zur Aufstellung der Diskriminante der Resolvente von der Wurzel 
(Xı — Xa)(X&3 — xy). Dieselbe ergiebt sich in der Form 
° . DElb — 3% + X3X))(b — 3% + XaX))(b — 3% + XaXa))]? 
— 2°D°[— 2b? + Yabe + 72bd — 27(22d + c2)] 
Der ausserwesentliche Faktor ist somit 
2°D5[— 2b? + Yabe + 72bd — 27(a2d + a), 
der als Folge der Transformation 
& — B)@& — %)? = — Kurt)? + 2b + X) + b? — 4ac + 16d 
anzusehen ist. 
Bei weitem komplizirter wird die Form der Diskriminante jener Resolvente, welche 
die zyklische Funktion 
| X + Xodxy + Xa?Xa + X, 
zur Wurzel hat. Dieselbe werden wir in Funktionen der Wurzeln der biquadratischen 
Gleichung geben. 


ag 


Bezeichnen wir mit &, b, %, dı, &, fi die 6 verschiedenen Funktionswerthe, welche 
die Funktion a, annehmen kann, so dass wir haben 


y um + RX, + SR, + 2x, 
b = xy + m + rg + X’xı 
= x + X + a + X 
dh = u + 23% + u + 
u = yo +9 + ou + x 
h = + X + za, + 


so resultirt für die Diskriminante der Ausdruck 
D, = [&ı — bi) — aa — Ha — (ar — f,)(bı — a) — dı)(b — &ı)(bı — R) 
(4 — Y)lc — aa — A)ldı — a)ldı — ti) — H)P 
Nun ist aber 


4 — bı = U — Rs — U) + X — X — Xu) 
y—d = u — %)& — H)&ı + % — X — X) 
u —h = 8) —- %)& + ur 900%), 
mithin erhalten wir für D, den Ausdruck 
De De: + 8)’ [Ka — Ca — Au) — eu — EI — a) — lH —8)(bı—f,) 


aa — Id — a) — IR 
Der ausserwesentliche Faktor ist demnach 
— (a3 —4ab + 8c)2|(aı — (u — da E ya — lb — a) — dk — &ı)(bı —h) 
(= 8) — Ed — dh. HR 


Wir sind an dem Zielpunkte, den unsere Untersuchungen sich in dieser Note gesteckt 
hatten, angelangt und hoffen zur weiteren Ausbildung dieser Theorie einige Anregung ge- 
geben zu haben. Für uns scheint zunächst nur das Bereich der ganzen Funktionen der 
vier Wurzeln einer biquadratischen Gleichung erschlossen. An diese würden sich analoge 
Studien der gebrochenen Funktionen anschliessen. 

Jedenfalls dürfen wir die Vermuthung aussprechen, dass die gewöhnliche Methode 
nach Lagrange, eine Funktion als Funktion einer andern darzustellen, welche dieselbe 
Gruppe von Substitutionen zulässt wie die erstere, durch Anwendung der von uns gege- 
benen Theorie nicht blos umgangen werden kann, sondern dass eine neue an deren Stelle 
getreten, welche wenigstens für die Funktionen der Wurzeln einer biquadratischen Glei- 
chung von grösserer Einfachheit ist. Auch hat unsere Theorie jene Funktionen, welche 
rational und ganz durch andere Funktionen, die derselben Gruppe angehören, sich aus- 
drücken lassen, von denjenigen, für welche diese Darstellung nicht möglich ist, die also 
verschiedenen Klassen angehören, genauer unterschieden. 

Wenn wir auch überzeugt sind, dass diese Methode der Resolventenbildung für Funk- 
tionen, welche Gruppen niederer Ordnung zulassen, sich weniger als andere Verfahren eig- 
nen, weil die Resolventen auf einen hohen Grad ansteigen, so ist derselben ein hohes theo- 
retisches Interesse dennoch nicht abzusprechen. 

Wir dürfen annehmen, dass die Untersuchungen Dedekinds, die derselbe an der 
„Iheorie der Körper“ angestellt hat, und wie sie hier auf die ganzen Funktionen der 


BE 


Wurzeln einer biquadratischen Gleichung übertragen worden sind, in ihrer Anwendung auf 
die Wurzelfunktionen algebraischer Gleichungen noch eine reiche Ausbeute von interessanten 
Lehrsätzen liefern werden. 
Es erscheint uns nun auch die Bemerkung Serrets in seinem „Handbuch der 
höheren Algebra“ 2. Aufl. pag. 353 $. 493 hinfällig, worin es heisst: 
„Man kann sich die Aufgabe stellen, die einfachsten der Funktionen zu bestimmen, 
„welche einem gegebenen Systeme conjugirter Gruppen entsprechen, z. B. die 
„rationalen und ganzen Funktionen, welche den niedrigsten Grad haben. So ausge- 
„sprochen macht die Aufgabe, welche uns beschäftigt, Betrachtungen ganz anderer 
„Art erforderlich und ihre Lösung bietet grosse Schwierigkeiten.“ 
Für die ganzen und rationalen Funktionen der biquadratischen Gleichungen wünschen 
wir diese Schwierigkeiten beseitigt und den Weg zur Behandlung von Wurzelfunktionen 
höherer Gleichungen zugänglich gemacht zu haben. 


.w‘  Tnhaltsverzeichniss. 


Vortrag iin ev) Kal SHREONALENE Net. 
Binleitung "er 0.0 aan An De > 


N" neorktneil, 
Reduktion der Funktionen . ; ; 3 
Darstellung der einer Gruppe zugehörigen Funktionen . ; 


be - Aufstellung der spezifischen Hauptfunktinen . .  . . 
. I. Theil. 

Assozürte Bunktionen... ma N ; 
} | Er II. Theil. 

Resolventen und Relatinn . . : } (= RABEN \ 

AN Transformation der Klassen url, ER 4 Ye 


Diskriminanten . r ! NR 1 E h R { 


